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2. 

                                         x4         3                               
Γίλεηαη ζπλάξηεζε f(x)= —— – —  x2 + 2x                          
                                          4       2                      
Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε f θαη λα γίλεη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε                                    
  

 
             x4         3                     x4           3              
f΄(x)=( —— – —x2 + 2x)΄=( ——)΄ – (—x2) +(2x)΄=  
              4       2                    4             2 
     (x4)΄      3                           4x3       3 
= ——– – ——( x2)΄+2 (x)΄= —— – —— 2x+2 = x3 – 3 x + 2 
        4         2                           4         2 
f΄(x)= x3 – 3 x + 2= x3 – x–2 x + 2= x(x2 – 1)–2( x ‒1)= 
=x(x – 1) (x + 1)–2( x ‒1)= (x – 1)[x (x + 1)–2] = 
=(x – 1)(x2+x –1‒1)= (x – 1)(x2–1+x ‒1)= (x – 1)(x2–1+x ‒1)= 
=(x – 1)[(x–1)(x +1)+ x ‒1]= =(x – 1)(x–1) (x +1+1)=(x–1)2(x +2) 
 
 

2( 1) 0 1 0 1x x x        

 

 
            x                –∞                             1                   +∞            

 

    (x  – 1) 2                              +               0           + 

 

2 0 2

1 0 2

x x

x x

    

    
 

 
 

 
           x                –∞                            –2                            +∞            

 

    x  + 2                                 ‒                 0               + 
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            x                –∞             –2                     1                    +∞            

 

    (x  – 1) 2                       +                  +           0       +                   

 

 
           x  + 2                   ‒          0        +                     +            

 

 

  (x  – 1) 2(x  + 2)             ‒          0       +           0            + 

 

 
 
       

 
            x        –∞                 –  2                  1                   +∞            

 

           f ΄                –             0         +          0            + 

  

            f 

 

 
 
Δπεηδή f΄(x) < 0 γηα θάζε xє(–∞, – 2) ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο 
θζίλνπζα ζην δηάζηεκα (–∞, – 2) 

                  Ι) f ζπλερήο ζην x1 =  1 ωο πνιπωλπκηθή 

 

Δπεηδή:      ΙΙ) f΄(x) > 0 γηα θάζε xє(– 2, 1 ) 

 

                  ΙII)f΄(x) > 0 γηα θάζε xє(1,+∞)  

H ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα ( – 2, –∞) 
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                 Ι) f ζπλερήο ζην x2 = – 2  ωο πνιπωλπκηθή 

 

Δπεηδή:      ΙΙ) f΄(x) < 0 γηα θάζε xє(–∞, – 2) 

 

                  ΙII)f΄(x) > 0 γηα θάζε xє(– 2, 1 ) 

 

Η ζπλάξηεζε f έρεη ηνπηθό ειάρηζην ζηε ζέζε x1 = – 1 ηνλ αξηζκό : 

                           (– 2)4      3                                
f (x2 ) = f (– 2) =  —— – —  (– 2)2 + 2(– 2)= 4 –12 –4 =–12                                 
                              4        2                                 
 
 
f ΄΄(x) = (x3 – 3 x + 2)΄ =(x3)΄ – (3 x)΄ +( 2 )΄ = 3x2 – 3 (x)΄ + 0 = 
= 3x2  – 3 • 1 = 3x2  – 3 
 
Οπόηε : f΄΄(x) = 3x2  – 3 
Θεωξώ ηελ δεπηεξνβάζκηα εμίζωζε : 3x2  – 3 = 0 

3x2  – 3 = 0  
3x2   = 3  

 
                                          3x2            3 

───── = ─────  
                                      3                 3 

x2  = 1           
                                                         ___ 

x = ± 1    
x = ± 1 

 

 
            x                –∞                –  1                1                   +∞            

 

    3x2  – 3                        +             0        –       0          + 
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            x        –∞                 –  1                  1                   +∞            

 

           f ΄΄               +             0        –           0          + 

  

            f 

 

I) f ζπλερήο ζην (‒∞,‒1] 

 
ΙΙ) f΄΄(x)>0 γηα θάζε xͼ(‒∞,‒1) 
 
Οπόηε ε f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα άλω ζην δηάζηεκα (‒∞,‒1]  
 
I) f ζπλερήο ζην [‒1,1] 

 
ΙΙ) f΄΄(x)<0 γηα θάζε xͼ(‒1,1) 
 
Οπόηε ε f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα θάηω ζην δηάζηεκα[‒1,1] 

 

I) f ζπλερήο ζην [1,+∞) 

 
ΙΙ) f΄΄(x)>0 γηα θάζε xͼ(1,+∞) 
 
Οπόηε ε f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα άλω ζην δηάζηεκα[1,+∞) 

                                                                                             
Ι) Η f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα άλω ζην δηάζηεκα (‒∞,‒1 ) 
                                                                                      
ΙΙ Η f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα θάηω ζην δηάζηεκα (‒1 ,1) 
 
ΙΙΙ)Τπάξρεη εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν Α(‒1, f(‒1)) γηαηί 
 ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζηε ζέζω  x3=‒1         
 
Οπόηε ην ζεκείν x3=‒1 είλαη ζέζε ζεκείνπ θακπήο  

Oπόηε έρω ην ζεκείν θακπήο Α( 1 ,
13

4
 ) 
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f 

Ι) Η f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα θάηω ζην δηάζηεκα (‒1,1 ) 
                                                                                      
ΙΙ Η f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα άλω ζην δηάζηεκα (‒1 ,+∞) 
 
ΙΙΙ)Τπάξρεη εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν Β(1, f(1)) γηαηί 
 ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζηε ζέζω  x1=1         
 
Οπόηε ην ζεκείν x2=1 είλαη ζέζε ζεκείνπ θακπήο  
                           14          3                          1       3 
f (x1 ) = f ( 1) =  —— – —   12 + 2• 1 =  —— – — + 2=                                   
                            4       2                          4       2  
 
      1         6         8           3 
= —— – —— + —— =  —— 
      4          4         4           4 

Oπόηε έρω ην ζεκείν θακπήο Β(1,
3

4
) 

 

       

         x        –∞           – 2                 –1                   1                +∞            

        

         f ΄                –        0       +                    +       0         + 

          

        

 

         f ΄΄             +                    +       0         –         0         + 

                               

            

        f 

 

 
 

 
 



11 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



12 

 

3. 

I)Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε  f(x) =  x ex θαη λα γίλεη ε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε   
II)Nα βξεζεί ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο   x =ιe‒x                                

 
  
f ΄(x) = ( x ex)΄ = ( x)΄ ex + x (ex)΄ =  1  ex + x ex =  ex + x ex = 
= ex (1+ x) 
 
f ΄(x) ≥ 0           ex (1+ x)  ≥ 0          x + 1≥ 0(Γηαηη : ex > 0 γηα θάζε 
xєΙR)            x ≥ – 1 
 
f ΄(x) < 0            x < – 1 
      

 
            x        –∞                             –  1                                +∞            

 

           f ΄                –                           0                    

  

            f 

 

 
Δπεηδε f΄(x) < 0 γηα θάζε xє(–∞, – 1) ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο 
θζίλνπζα ζην δηάζηεκα (–∞, – 1) 

Δπεηδε f΄(x) > 0 γηα θάζε xє(– 1, +∞) ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο 
αύμνπζα ζην δηάζηεκα (– 1, +∞)                                              

                  Ι)Η f ζπλερήο  ζην x1 = – 1 

 

Δπεηδή:     ΙΙ) f΄(x) < 0 γηα θάζε xє(–∞,– 1) 

 

                  ΙII)f΄(x) > 0 γηα θάζε xє(– 1,+∞ ) 

Η ζπλάξηεζε f έρεη ειάρηζην ζηε ζέζε x1 = – 1 ηνλ αξηζκό  

                                  1 

f(– 1) =   – 1e– 1 = – ─── 

                                   e 

f ΄΄ (x) =( ex + x ex)΄= ( x ex)΄ +(ex)΄ = ( x)΄ ex + x (ex)΄ + ex = 
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=  1  ex + x ex + ex =  2ex + x ex = ex (2+ x) 
f ΄΄ (x) ≥ 0           ex (2+ x)  ≥ 0          x + 2≥ 0(Γηαηη : ex > 0 γηα θάζε 
xєΙR)            x ≥ – 2 
 
f ΄΄ (x) < 0            x < – 2 
 

 
            x        –∞                          –  2                                     +∞            

 

           f ΄΄                     –                0                    + 

  

            f 

 

 

I) f ζπλερήο ζην (‒∞,‒2] 

 
ΙΙ) f΄΄(x)>0 γηα θάζε xͼ(‒∞,‒2) 
 
Οπόηε ε f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα θάηω ζην δηάζηεκα (‒∞,‒2]  
 
I) f ζπλερήο ζην [‒2,+∞) 

 
ΙΙ) f΄΄(x)<0 γηα θάζε xͼ(‒2,+∞) 
 
Οπόηε ε f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα άλω ζην δηάζηεκα [‒2,+∞) 

 
Ι) Η f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα θάηω ζην δηάζηεκα (‒∞,‒2 ) 
                                                                                      
ΙΙ Η f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα άλω ζην δηάζηεκα (‒2 ,+∞) 
 
ΙΙΙ)Τπάξρεη εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν Α(‒2, f(‒2)) γηαηί 
 ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζηε ζέζω  x2=‒2         
 
Οπόηε ην ζεκείν x2=‒2 είλαη ζέζε ζεκείνπ θακπήο  
                                  2 

f(– 2) =   – 2e– 2 = – ─── 

                                   e2 
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f 

X΄ 

X 

Τ 

Τ΄ 
 
 
 
 
 

Ο 

Oπόηε έρω ην ζεκείν θακπήο Α( 2 , 2

2

e
 ) 

       

            x        –∞                 –  2                  ‒1                   +∞            

        

         f ΄                    –            0         –          0         + 

          

        

         f ΄΄                  –            0         +           0          + 

  

            

    

 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
ΙΙ) 



15 

 

:

1
)

1
)

1
)

1
( ) :

1
( ) :

1

1
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x x

x

x

x

x e x xe
e

ί ώ

e

e

e
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e
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ί
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     xί xe έ
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4. 

Ι)Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε f(x)  =  x – 1 – lnx, x > 0 θαη λα γίλεη ε 
γξαθηθή ηεο παξάζηαζε   
ΙΙ)Να βξεζεί ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο f(x)=ι 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
                                                                       1           x           1 
f΄(x) =( x – 1– lnx )΄= (x)΄– (1)΄–( lnx)΄ =1 –  ─── = ─── –  ─── = 
                                                                       x            x           x 
        x – 1 
= ────── 
           x     
 
                                x – 1                              
f΄(x) > 0                  ──── > 0                   x – 1 > 0                        
                                     x   
 x > 0                           x > 0                           x > 0   
 
 
 x > 1   
                            x > 1 
 x > 0                                                  
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–∞                                                                                         +∞ 
 

0 1 
                                  x – 1                              
f΄(x) = 0                  ──── = 0                   x – 1 = 0                        
                                     x   
 x > 0                           x > 0                           x > 0   
 
 x = 1   
                            x = 1 
 x > 0                                                  
 
 
f΄(x) < 0 
                              0 < x < 1                  
x > 0 
 

 
            x        0                                    1                                +∞            

 

           f ΄                –                           0                    

  

            f 

 

 
 

Δπεηδε f΄(x) < 0 γηα θάζε xє(0,  1) ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο 
θζίλνπζα ζην δηάζηεκα (0,  1) 

Δπεηδε f΄(x) > 0 γηα θάζε xє( 1, +∞) ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο 
αύμνπζα ζην δηάζηεκα (– 1, +∞)                        
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f 

 

                  Ι) f ζπλερήο ζην xν = 1  ωο πνιπωλπκηθή 

 

Δπεηδή:      ΙΙ) f΄(x) < 0 γηα θάζε xє(0,1) 

 

                  ΙII)f΄(x) > 0 γηα θάζε xє(1, +∞ ) 

 

Η ζπλάξηεζε f έρεη ειάρηζην ζηε ζέζε xν = 1 ηνλ αξηζκό : 

f (1 ) = 1 – 1 – ln1 = 0 
            x‒1        x       1 
f΄(x) =────= ──  ‒ ── = 1‒x‒1 
              x          x       x 
                                                                    1 
f΄΄ (x) =(1‒x‒1)΄= (1)΄‒( x‒1)΄=0‒(‒1) x‒1-1= ── 
                                                                    x2 
Δπεηδή f΄΄(x)>0 γηα θάζε xͼ(0,+∞) ε f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλω  
 
 
 
       

            x        –∞                              ‒1                                 +∞            

        

         f ΄                    –                         0                + 

          

        

         f ΄΄                       +                              + 
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Y 

X΄ 

Ο 

X 

Τ΄ 

1 

0 0 0 0
lim ( ) lim( 1 ln ) lim 1 lim ln 0 1 ( )

0 .

x x x x

f

f x x x x x

Ά C έ ό ύ ί x

ά Y΄Y

          

 

      
           



 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

ΙΙ) 
:

) 0

) 1

) 1

( ) : 0 ( )

( ) : 0 ( )

1

( ) : 0 ( )

ί ώ

ί ί f x έ ύ

ί ί f x έ ή

ύ x

ί ί f x έ

έ ύ
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5. 

                                                       lnx 
Ι)Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε f(x)= —— , xͼ(0,+∞) θαη λα γίλεη ε  
                                                        x 
 γξαθηθήο ηεο παξάζηαζε  
II)Nα βξεζεί ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο   lnx =ιx,x>0         

                                                       1 
                                                     —— • x‒lnx•1  
          lnx        (lnx)΄x‒lnx (x)΄           x                       1‒lnx   
f(x)= (——)΄=——————— = ——————— = ——— 
             x                x2                                        x2                                 x2 

 

f΄(x)≥0                1 ‒lnx≥ 0                ‒ lnx ≥‒ 1            lnx ≤lne 
 
x >0                          x >0                    x >0                     x >0 
 
x≤ e 
                        0<x≤e                      
x >0 
 
 
 
 
 
–∞                                                                                              +∞ 
 

0              e   
 
f΄(x)<0 
                         x>e 
x >0 
 

 
            x        0                                   e                       +∞            

 

           f ΄                      +                     0                ‒                    

  

            f 
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Δπεηδε f΄(x) >0 γηα θάζε xє(0,e) ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο 
αύμνπζα ζην δηάζηεκα (0, e) 

Δπεηδε f΄(x) < 0 γηα θάζε xє(e, +∞) ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο 
θζίλνπζα ζην δηάζηεκα (e, +∞)                                              

                  Ι) f ζπλερήο ζην x1 = e   

 

Δπεηδή:     ΙΙ) f΄(x) > 0 γηα θάζε xє(0,e) 

 

                  ΙII)f΄(x) , 0 γηα θάζε xє(e,+∞ ) 

Η ζπλάξηεζε f έρεη έγηζην ζηε ζέζε x1 = e ηνλ αξηζκό  

            lne     1 

f(e) =  ───=── 

                 e       e 

 
  
            1‒lnx        (1‒lnx)΄ x2‒(1‒lnx) (x2)΄ 

f΄΄(x)=(———)΄= ———————————  =  
              x2                         (x2)2 

 

                                                                                     1 
                                                  ‒ —— x2‒(1‒lnx) 2x 

    [(1)΄‒(lnx)΄] x2‒(1‒lnx) 2x            x   

=  ——————————— =  ——————————— =  
                        x4                                       x4 

 

    ‒ x‒(1‒lnx)2x         x[ ‒1‒2(1‒lnx)]     ‒1‒2+3lnx 
= ———————  = ——————— = —————— =  
               x4                       x4                             x3 

 

     3lnx ‒3          3(lnx ‒1)          3 
= ———— = ———— = —— (lnx ‒1) 
       x3                 x3                   x3 

Eπεηδή x>0 ζα έρω : 
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                   1                    3 
x3 >0        ——>0          —— >0 
                   x3                  x3 

 

f΄΄(x)≥0                lnx ‒1≥0                 lnx≥  1               lnx ≥lne 
 
x >0                          x >0                    x >0                     x >0 
x ≥e 
                        x ≥e                       
x >0 
 
 
 
 
 
–∞                                                                                              +∞ 
                                                          e 
 
 
f΄΄ (x)<0 
                         0<x<e 
x >0 
 

 
 
            x            0                        e                     +∞              

 

           f ΄΄                    ‒               0           + 

  

            f 

 

 

 

 

I) f ζπλερήο ζην (0,e] 

 
ΙΙ) f΄΄(x)<0 γηα θάζε xͼ(0,e) 
 
Οπόηε ε f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα θάηω ζην δηάζηεκα (0,e]  
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I) f ζπλερήο ζην [e, +∞) 

 
ΙΙ) f΄΄(x)>0 γηα θάζε xͼ(e, +∞) 
 
Οπόηε ε f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα άλω ζην δηάζηεκα (e, +∞) 

                                                                                             
Ι) Η f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα θάηω ζην δηάζηεκα (0,e ) 
                                                                                      
ΙΙ Η f ζηξέθεη ηα θνηια πξνο ηα άλω ζην δηάζηεκα (e ,+∞) 
 
ΙΙΙ)Τπάξρεη εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν A(e, f(e)) γηαηί 
 ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζηε ζέζω  x1=e         
 

Oπόηε έρω ην ζεκείν θακπήο A(e ,
1

e
) 

 

0 0 0 0

ln 1
lim ( ) lim lim lim ln ( )( )

0 .

x x x x

f

x
f x x

x x

Ά C έ ό ύ ί x

ά Y΄Y
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2

2

2 2 2

ln

( ) ln
lim lim lim

lim ln , lim

' :

1

( ) ln (ln ) 1
lim lim lim lim lim 0

( ) 2 2

lim[ ( ) ] lim

x x x

x x

x x x x x

x x

x

f x xx

x x x

ή x x ό

De Hospital έ

f x x x ΄ x

x x x ΄ x x

f x x

     

 



 

  

 

    

 

 

    

     

  

2

ln

lim ln , lim

' :

1

ln (ln ) 1
lim lim lim lim 0

( ) 1

:

0 0 0

x x

x x x x

x

x

ή x x ό

De Hospital έ

x x ΄ x

x x ΄ x

Ά έ ύ ί y x

y x y x y

ό έ ό ύ ά

     

 



        

 

       

 

   

    

    

 

      





X΄X
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f 

 

Τ 

Τ΄ 

Υ΄ 
Υ 

Ο 

 
 
 
 
       

            x        0                                    e                                +∞            

        

         f ΄                       +                      0                ‒ 

          

        

         f ΄΄                       ‒                                      + 
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II) 

ln ln
ln

:

) 0

1
)0

1
)

1
)

( ) : 0 ln

1
( ) : 0 ln

x x x
x x

x x x

ί ώ

e

e

IV
e

ί ί x x έ ή

ύ

ί ί x x έ
e

έ ύ


 

  









          

 

         

   



    



 

  



 

 


    

     


1

( ) : ln

1
( ) : ln

ί ί x x έ ή
e

ύ x e

ί V ί x x έ ύ
e

         

  

           

   



    

 

 
 
6. 

Nα απνδεηρζεί όηη : 1xe x       

Θεωξώ ηελ ζπλάξηεζε f(x)=ex 

f΄ (x)=(ex)΄= f΄΄ (x)=(ex)΄= ex 

Δπεηδή f΄΄ (x)>0 γηα θάζε xͼIR πξνθύπηεη όηη ε f ζηξέθεη ηα θνίια 
πξνο ηα άλω.Αλ (ε) ε εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν επαθήο Α(0, 
f(0)).Ηεπζεία (ε) ζα έρεη εμίζωζε : 

0 0(0) (0)( 0) 1 1y f f΄ x y e e x y x y x             

 Δπεηδή f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλω ε Cf βξίζθεηαη πάλω από 
ηελ επζεία (ε)>Οπόηε ζα ηζρύεη: 

1xe x     
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Τ 

Τ΄ 

Υ΄ Υ Ο Β 

Γ 

Γ 

Α(0,1) 
1x

 

ex 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

ΑΚΗΔΙ 
1. 

                                         x4          3 
Γίλεηαη ζπλάξηεζε f(x)= —— – —  x2  ‒2x                                 
                                          4       2 
Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε f θαη λα γίλεη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε                                    
  

2. 

I)Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε  f(x) =  x e2x θαη λα γίλεη ε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε   
II)Nα βξεζεί ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο   x =ιe‒2x                                

3. 

Ι)Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε f(x)  =  2x – 1 – ln2x, x > 0 θαη λα γίλεη 
ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε   
ΙΙ)Να βξεζεί ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο f(x)=ι 

4. 

                                                       ln2x 
Ι)Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε f(x)= —— , xͼ(0,+∞) θαη λα γίλεη ε  
                                                        x 
 γξαθηθήο ηεο παξάζηαζε  
II)Nα βξεζεί ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο   ln2x =ιx,x>0         

5. 

Nα απνδεηρζεί όηη : 2 2 1xe x       

 


