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ΣΑΘΕΡΗ ΤΝΑΡΣΗΗ 
 

 

 
         I) Aλ f ζπλερήο ζε έλα  δηάζηεκα Δ        
                                                      
Aλ :   ΙΙ) f΄(x)=0 γηα θάζε εζωηεξηθό ζεκείν x ηνπ Δ ηζρύεη  
 
         ΙΙΙ)To Δ ζα έρεη ηελ κνξθή [α,β],(α,β],[α,β),(α,β),(‒∞,α],(‒∞,α), 
            [ α, +∞),(α, +∞),IR        
 
Σόηε ε f είλαη ζηαζεξή ζην Δ 
 

 
         I) Aλ f,g ζπλερεηο ζε έλα  δηάζηεκα Δ        
                                                     
Aλ:   ΙΙ) f΄(x)= g΄(x) γηα θάζε εζωηεξηθό ζεκείν x ηνπ Δ 
            
        ΙΙΙ)To Δ ζα έρεη ηελ κνξθή [α,β],(α,β],[α,β),(α,β),(‒∞,α],(‒∞,α), 
            [ α, +∞),(α, +∞),IR        
 
Σόηε ππάξρεη cͼIR ηέηνην ώζηε γηα θάζε  xͼΔ λα ηζρύεη f(x)=g(x)+c 
 

 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ 

1. 

Γηα κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζην ΙR ηζρύεη |f(x)‒f(y)|≤2|x‒y|3 (1)γηα 
θάζε x,yͼIR.Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε   

Αλ xoͼIR ζα απνδείμω όηη f΄(xo)=0. Θεωξώ ηελ ζπλάξηεζε :  
                                                                             
            f (xν + h) – f (xν)        
ι(h) = ───────────  ,h≠0                        
                    h 
ηελ ζρέζε (1) ζέηω x = xν + h θαη y = xν 
|f(x)‒f(y)|≤2|x‒y|3 ή|f(xν + h)‒f(xν)|≤2 |xν + h ‒ xν |

3 ή  

 
                                          |f(xν + h)‒f(xν)|         2 | h|3 
|f(xν + h)‒f(xν)|≤2 | h|3  ή  ─────────── ≤  ──── ή  
                                                     | h|                  | h| 
     f(xν + h)‒f(xν)                                 f(xν + h)‒f(xν) 
|────────── |≤2 | h|2ή ‒2 | h|2≤  ──────────≤  2 | h|2 (2) 
             h                                                      h 
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lim(‒2 | h|2) = lim(2 | h|2)=0 (3) 
h→0              h→0 
Από ηηο ζρέζεηο (2) ,(3) ζύκθωλα κε ην θξηηήξην ηεο παξεκβνιήο 
ζα έρω : lim ι(h) = 0   
              h→0 
Οπόηε : f΄(xo)= lim ι(h) = 0  
                         h→0  
Επεηδή γηα θάζε xͼIR ηζρύεη f΄(x)=0 πξνθύπηεη ε f είλαη ζηαζεξή 
ζπλάξηεζε   
2. 

Μηα  ζπλαξηήζε f είλαη δπν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην ΙR κε  
f΄΄(x)= f(x) θαη f΄(0)= f(0)Να απνδείμεηε όηη : 
Ι)Η ζπλάξηεζε g(x)= [f(x) ‒f΄(x)]ex είλαη ζηαζεξή 
ΙΙ) f΄= f 
ΙΙΙ)f(x)=c ex  

Ι)g΄(x)= [(f(x) ‒ f΄(x))ex]΄=(f(x) ‒ f΄(x))΄ ex+(f(x) ‒ f΄(x)) (ex)΄ =  
=[f΄ (x) ‒ (f΄(x))΄] ex+(f(x) ‒ f΄(x)) ex= 
= (f΄ (x) ‒ f΄΄ (x))ex+(f(x)  ‒ f΄(x))ex =  
= (f΄ (x) ‒ f(x))ex+(f(x)  ‒ f΄(x)) ex= 
= (f΄(x) ‒ f(x)+(f(x)  ‒ f΄(x)) ex= 0• ex=0 
Επεηδή g΄( x) = 0 γηα θάζε xͼIR πξνθύπηεη νηη g(x) = c γηα   
II) Aλ x=0 ζα έρω : c =g(0)= [f(0) ‒f΄(0)]e0 =0• e0 =0 
Οπόηε :  g(x) =0 ή[f(x)‒ f΄(x)]ex =0 ή f(x)‒ f΄(x)=0(Γηαηί ex ≠0) ή 
 f(x)= f΄(x) 
ΙΙΙ)Θεωξώ ηε ζπλάξηεζε h(x) = f(x)e‒x 

h΄(x) = (f(x)e‒x)΄= f΄(x)e‒x+ f (x)(e‒x)΄ = f΄(x)e‒x+ f (x) e‒x ( ‒x)΄= 
= f΄(x)e‒x+ f (x) e‒x ( ‒1)= f(x)e‒x ‒f (x) e‒x = 0 
Επεηδή g΄(x)=0 γηα θάζε xͼIR πξνθύπηεη νηη h(x) = c θάζε xͼIR 
                                    f(x) 
h(x) = c ή f(x)e‒x = c ή ——— = c ή f(x)= c ex 
                                      ex 
3. 

Έζηω θ(t),g(t) δπν ζπλαξηήζεηο παξαγωγίζηκεο ζην ΙR θαη λͼΙΝ Αλ 
ηζρύεη : 
                                  λ 
x θ΄(tx) + y g΄(ty) = ——— [θ(tx) +  g(ty)] γηα θάζε xͼIR θαη t>0 
                                    t    
                                                                 θ(tx) +  g(ty) 
Ι)Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε : f(t) = ———————  , t>0 
                                                                        tλ    
είλαη ζηαζεξή 
ΙΙ) Να απνδείμεηε όηη ηζρύεη θ(tx) + g(tx) =tλ [θ(x) +  g(x)]   
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              θ(tx) +  g(ty)          [θ(tx)+g(ty)]΄tλ ‒[θ(tx)+g(ty)] (tλ)΄                                             
f΄(t) =( ——————— )΄= —————————————— =                                                            
                    tλ                                       ( tλ)2 

 

 

           { [θ(tx)]΄+[g(ty)]΄} tλ ‒ [θ(tx)+g(ty)] λtλ-1 

= —————————————————————— = 
                                       t 2λ 

 

 

      [θ΄(tx) •(tx)΄ +g΄(ty)•(ty)΄] tλ ‒ [θ(tx)+g(ty)] λtλ-1 

= —————————————————————— = 
                                       t 2λ 

 
      [θ΄(tx) •x• (t)΄ +g΄(ty)• y•(t)΄] tλ ‒ [θ(tx)+g(ty)] λtλ-1 

= —————————————————————— = 
                                       t 2λ 

 

 

 
      [θ΄(tx) •x• 1 +g΄(ty)• y•1] tλ ‒ [θ(tx)+g(ty)] λtλ-1 

= —————————————————————— = 
                                       t 2λ 

 
      [θ΄(tx)x +g΄(ty)y] tλ ‒ [θ(tx)+g(ty)] λtλ-1 

= —————————————————————— = 
                                       t 2λ 

      [θ΄(tx)x +g΄(ty)y] t•tλ-1 ‒ [θ(tx)+g(ty)] λtλ-1 

= —————————————————————— = 
                                       t 2λ 

 

 

      tλ-1 [(θ΄(tx)x +g΄(ty)y) t ‒ λ (θ(tx)+g(ty))]  

= —————————————————————— = 
                                       t 2λ 

 
      tλ-1                

= ——    [(θ΄(tx)x +g΄(ty)y) t ‒ λ (θ(tx)+g(ty))]  =  
     t 2λ 
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                        θ(tx)+g(ty) 

= tλ-1-2λ [  λ —————— t ‒ λ (θ(tx)+g(ty))]  =  
                            t     

                         
= t-1-λ [  λ(θ(tx)+g(ty)) ‒λ (θ(tx)+g(ty))]  = t-1-λ • 0= 0 
 
Επεηδή f΄(t) = 0 γηα θάζε tͼ(0,+∞) πξνθύπηεη νηη f(t) = c γηα   
θάζε tͼ(0,+∞) 
ΙΙ)Αλ t=1 ζα έρω : 
                 θ(1•x)+g(1•y) 
c =f(1) = ———————= θ(x)+g(y) 
                              1λ 
                                           θ(tx) +  g(ty) 
Οπόηε :  f(t) = θ(x)+g(y) ή  —————— = θ(x)+g(y) ή  
                                                       tλ    
θ(tx) + g(ty) =  tλ[θ(x)+g(y)]                                                            
 4. 

Έζηω ε ζπλάξηεζε f : IR→IR κε  
f(x+y)= f(x) • f(y) γηα θάζε x,yͼIR θαη f(x)>0 γηα θάζε x,yͼIR 
Aλ ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0 κε f΄(0)=1 λα δείμεηε όηη ε f είλαη 
παξαγωγίζηκε ζην IR κε  f΄(x)= f(x) γηα θάζε xͼIR.ηε ζπλέρεηα λα 
βξείηε ηε ζπλάξηεζε f   

Αλ x=y=0 ζα έρω :  
                                                    f2(0)         f(0)          
f(0+0)= f(0) • f(0) ή f(0)= f2(0) ή ——— =  ———   (Γηαηη  f(0)≠0 )                           

                                                    f(0)           f(0) 
 
ή f(0) = 1 
                   f(0+h)‒ f(0)                  f(h)‒ 1 
f΄(0)=1ή lim ————— =1 ή lim ————— =1  
              h→0      h                 h→0      h 
Aλ xoͼIR Θα απνδείμω όηη ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην xo 

 

 

                                               f(xo+h)‒ f(xo) 

Θεωξώ ηε ζπλάξηεζε ι(h)= ——————— , h>0 
                                                       h 
 
           f(xo+h) ‒ f(xo)      f(xo) • f(h) ‒ f(xo)      f(xo) [ f(h) ‒ 1] 
 ι(h)= —————— = ———————— =  —————— =  
                    h                           h                           h 
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                f(h) ‒ 1 
=  f(xo)  ————— 
                   h 
                               f(h) ‒ 1                        f(h) ‒ 1 
lim ι(h) = lim f(xo)  ———— = f(xo) • lim  ———— = f(xo) •1= f(xo) 
h→0        h→0                h                 h→0     h 
 
f΄(xo)= lim ι(h) = f(xo) 
          h→0 
 
Οπόηε γηα θάζε xͼIR ηζρύεη  f΄(x)= f(x) 
Θεωξω ηε ζπλάξηεζε : g(x)= e‒x f(x) 
g΄(x)= (e‒x f(x))΄= (e‒x )΄ f(x)+ e‒x  f΄(x)= e‒x (‒x)΄ f(x)+ e‒x  f(x) =  
= e‒x (‒1) f(x)+ e‒x  f(x)= ‒e‒x f(x)+ e‒x f(x)=0 
Επεηδή g΄(x)=0 γηα θάζε xͼIR πξνθύπηεη νηη g(x) = c θάζε xͼIR 
Aλ x=0 ζα έρω : c =g(0)= e‒0 f(0) =1•1=1 
                                                  f(x)        
Οπόηε :  g(x) =1 ή e‒x f(x) =1ή ——  =1 ή f(x)= ex 
                                                  ex 

5. 

Έζηω ε παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f: ΙR →IR κε f΄(0)=2, ώζηε λα 
ηζρύεη ε ζρέζε : 
f(x+y)+2 f(x•y) = f(x) • f(y)+2 γηα θάζε x,yͼIR(1) 
Ι)Να δείμεηε όηη f΄(x)+4x =2f(x) γηα θάζε xͼIR 
ΙΙ) Να δείμεηε όηη f(0)=1 
ΙΙ)Nα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g(x) =(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x είλαη 
ζηαζεξή θαη λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

Ι)Παξαγωγίδω ωο πξνο x ηελ ζρέζε (1) : 
f(x+y)+2 f(x•y) = f(x) • f(y)+2   [f(x+y)+2 f(x•y)]΄ = [f(x) • f(y)+2]΄   

 
[f(x+y)]΄+[2 f(x•y)]΄ = [f(x) • f(y) ]΄+(2)΄   

 

f΄(x+y)(x+y)΄+ 2 [f(x•y)]΄ = f΄(x) • f(y)  +0   

 

f΄(x+y)[(x)΄+(y)΄]+ 2 f΄(xy) (x•y)΄ = f΄(x) • f(y)    

 

f΄(x+y)(1+0) + 2 f΄(xy) y (x)΄ = f΄(x) • f(y)    

 

f΄(x+y)+ 2 f΄(xy) • y •1 = f΄(x) • f(y)    

 

f΄(x+y)+ 2 f΄(xy) •y  = f΄(x) • f(y)   
Θέηω x = 0 : 
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f΄(0+y)+ 2 f΄(0•y) •y  = f΄(0) • f(y)   

 

f΄(y)+ 2 f΄(0) •y  = 2 • f(y)   

 

f΄(y)+ 2 •2 •y  = 2 f(y)   f΄(y)+ 4y  = 2 f(y) 
 

Άξα : f΄(x)+4x =2f(x)(2) 
ΙΙ) Θέηω x = 0 ζηελ ζρέζε (2) : 
                                             2f(0)       2        
f΄(0)+4•0 =2f(0) ή 2f(0) =2 ή —— = —— ή f(0) =1 
                                                2          2 
g΄(x) =[(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x]΄=(f(x)‒ 2x‒1)΄e‒2x+(f(x)‒ 2x‒1)(e‒2x)΄= 
=[f΄(x)‒ (2x)΄‒(1)΄] e‒2x+(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x (‒2x)΄ =  
=[ 2f(x) ‒4x ‒ 2 (x)΄‒0] e‒2x+(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x (‒2)(x)΄ =  
=[ 2f(x) ‒4x ‒ 2 •1] e‒2x+(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x (‒2)•1 = 
=[ 2f(x) ‒4x ‒ 2] e‒2x+[‒2f(x)‒ 2x(‒2)‒1(‒2)]e‒2x = 
=[ 2f(x) ‒4x ‒ 2] e‒2x+[‒2f(x)+4x+2]e‒2x = 
=[ 2f(x) ‒4x ‒ 2‒2f(x)+4x+2] e‒2x = 0• e‒2x = 0 
Επεηδή g΄(x)=0 γηα θάζε xͼIR πξνθύπηεη νηη g(x) = c θάζε xͼIR 
Aλ x=0 ζα έρω : c =g(0)=(f(0)‒ 2•0‒1)e‒2•0=(1‒1)e0 = 0•1=0 
Οπόηε :  g(x) =0 ή=(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x =0 ή f(x)‒ 2x‒1=0(Γηαηί e‒2x ≠0)  
f(x) =2x+1 

ΑΚΗΕΙ 
1. 

Γηα κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζην ΙR ηζρύεη |f(x)‒f(y)|≤7|x‒y|5 (1)γηα θάζε 
x,yͼIR.Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε   

2. 

Μηα  ζπλαξηήζε f είλαη δπν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην ΙR κε  
f΄΄(x)= f(x) θαη f΄(1)= f(1)Να απνδείμεηε όηη : 
Ι)Η ζπλάξηεζε g(x)= [f(x) ‒f΄(x)]ex είλαη ζηαζεξή 
ΙΙ) f΄= f 
ΙΙΙ)f(x)=c ex  

3. 

Έζηω ε ζπλάξηεζε f : IR→IR κε  
f(x+2y)=2 f(x) • f(y) γηα θάζε x,yͼIR θαη f(x)>0 γηα θάζε x,yͼIR 
Aλ ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0 κε f΄(0)=1 λα δείμεηε όηη ε f είλαη 
παξαγωγίζηκε ζην IR κε  f΄(x)= f(x) γηα θάζε xͼIR.ηε ζπλέρεηα λα βξείηε ηε 
ζπλάξηεζε f   

4. 

Έζηω ε παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f: ΙR →IR κε f΄(0)=2, ώζηε λα ηζρύεη ε 
ζρέζε : 
f(x+3y)+6 f(xy) = f(x) • f(3y)+2 γηα θάζε x,yͼIR(1) 
Ι)Να δείμεηε όηη f΄(x)+4x =2f(x) γηα θάζε xͼIR 
ΙΙ) Να δείμεηε όηη f(0)=1  
ΙΙ)Nα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g(x) =(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x είλαη ζηαζεξή θαη λα 
βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  
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5. 
Έζηω ε παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f: ΙR →IR κε f΄(0)=2, ώζηε λα ηζρύεη ε 
ζρέζε : 
f(x+2y)+2 f(2x•y) = f(x) • f(2y)+2 γηα θάζε x,yͼIR(1) 
Ι)Να δείμεηε όηη f΄(x)+4x =2f(x) γηα θάζε xͼIR 
ΙΙ) Να δείμεηε όηη f(0)=1 
ΙΙ)Nα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g(x) =(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x είλαη ζηαζεξή θαη λα 
βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

 
 
 
 
 
 
3. 

Έζηω θ(t),g(t) δπν ζπλαξηήζεηο παξαγωγίζηκεο ζην ΙR θαη λͼΙΝ Αλ 
ηζρύεη : 
                                       λ 
2xθ΄(2tx) +2y g΄(2ty) = —— [θ(2tx) +  g(2ty)] γηα θάζε xͼIR θαη t>0 
                                       2t    
                                                                 θ(2tx) +  g(2ty) 
Ι)Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε : f(t) = ———————  , t>0 
                                                                       2λtλ    
είλαη ζηαζεξή 
ΙΙ) Να απνδείμεηε όηη ηζρύεη θ(2tx) + g(2tx) =2λtλ [θ(2x) +  g(2y)]   
 

6. 

Γηα κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζην ΙR ηζρύεη |f(x)‒f(y)|≤8|x‒y|3 (1)γηα 
θάζε x,yͼIR.Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε   

7. 

Μηα  ζπλαξηήζε f είλαη δπν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην ΙR κε  
f΄΄(x)= f(x) θαη f΄(5)= f(5)Να απνδείμεηε όηη : 
Ι)Η ζπλάξηεζε g(x)= [f(x) ‒f΄(x)]ex είλαη ζηαζεξή 
ΙΙ) f΄= f 
ΙΙΙ)f(x)=c ex  

8. 

Έζηω θ(t),g(t) δπν ζπλαξηήζεηο παξαγωγίζηκεο ζην ΙR θαη λͼΙΝ Αλ 
ηζρύεη : 
                                      λ 
3xθ΄(3tx)+3yg΄(3ty) = ——— [θ(3tx) + g(3ty)] γηα θάζε xͼIR θαη t>0 
                                      3t    
 
                                                                 θ(3tx) +  g(3ty) 
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Ι)Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε : f(t) = ———————  , t>0 
                                                                       3λtλ    
είλαη ζηαζεξή 
ΙΙ) Να απνδείμεηε όηη ηζρύεη θ(3tx) + g(3tx) =3λtλ [θ(3x) +  g(3y)]   
 

9. 

Έζηω ε ζπλάξηεζε f : IR→IR κε  
f(x+3y)= f(x) • f(3y) γηα θάζε x,yͼIR θαη f(x)>0 γηα θάζε x,yͼIR 
Aλ ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0 κε f΄(0)=1 λα δείμεηε όηη ε f είλαη 
παξαγωγίζηκε ζην IR κε  f΄(x)= 3f(x) γηα θάζε xͼIR.ηε ζπλέρεηα λα 
βξείηε ηε ζπλάξηεζε f   

10. 

Έζηω ε παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f: ΙR →IR κε f΄(0)=2, ώζηε λα 
ηζρύεη ε ζρέζε : 
f(x+3y)+2 f(3x•y) = f(x) • f(3y)+2 γηα θάζε x,yͼIR(1) 
Ι)Να δείμεηε όηη f΄(x)+4x =2f(x) γηα θάζε xͼIR 
ΙΙ) Να δείμεηε όηη f(0)=1 ΙΙ)Nα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g(x) 
=(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x είλαη ζηαζεξή θαη λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

11. 

Γηα κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζην ΙR ηζρύεη|f(x)‒f(y)|≤11|x‒y|7(1) 
γηα θάζε x,yͼIR.Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε   

12. 

Μηα  ζπλαξηήζε f είλαη δπν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην ΙR κε  
f΄΄(x)= f(x) θαη f΄(8)= f(8)Να απνδείμεηε όηη : 
Ι)Η ζπλάξηεζε g(x)= [f(x) ‒f΄(x)]ex είλαη ζηαζεξή 
ΙΙ) f΄= f ΙΙΙ)f(x)=c ex  

13. 

Έζηω θ(t),g(t) δπν ζπλαξηήζεηο παξαγωγίζηκεο ζην ΙR θαη λͼΙΝ Αλ 
ηζρύεη : 
                                      λ 
4xθ΄(4tx)+4yg΄(4ty) = ——— [θ(4tx) + g(4ty)] γηα θάζε xͼIR θαη t>0 
                                       4t    
 
                                                                 θ(4tx) +  g(4ty) 
Ι)Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε : f(t) = ———————  , t>0 
                                                                       4λtλ    
είλαη ζηαζεξή 
ΙΙ)Να απνδείμεηε όηη ηζρύεη θ(4tx) + g(4tx) =4λtλ [θ(4x) +  g(4y)]   

14. 

Έζηω ε ζπλάξηεζε f : IR→IR κε  
f(x+4y)= f(x) • f(4y) γηα θάζε x,yͼIR θαη f(x)>0 γηα θάζε x,yͼIR 
Aλ ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0 κε f΄(0)=1 λα δείμεηε όηη ε f είλαη 
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παξαγωγίζηκε ζην IR κε  f΄(x)= 4f(x) γηα θάζε xͼIR.ηε ζπλέρεηα λα 
βξείηε ηε ζπλάξηεζε f   

15. 

Έζηω ε παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f: ΙR →IR κε f΄(0)=2, ώζηε λα 
ηζρύεη ε ζρέζε : 
f(x+4y)+2 f(4x•y) = f(x) • f(4y)+2 γηα θάζε x,yͼIR(1) 
Ι)Να δείμεηε όηη f΄(x)+4x =2f(x) γηα θάζε xͼIR 
ΙΙ) Να δείμεηε όηη f(0)=1 
ΙΙ)Nα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g(x) =(f(x)‒ 2x‒1)e‒2x είλαη 
ζηαζεξή θαη λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  
 


