
 

MONOTOMIA KAI MONAΓIKΗ ΛΤΗ ΜΑ ΔΞΙΩΗ 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 
1. 

 
Να λςθεί η εξίζωζη : 3x4+x+2lnx=4(1) 
 

Αν x=1 θα έσω :  
3x4+x+2lnx=3 •14+1+2ln1=3 •1+1+2 • 0= 4 
Άπα ο απιθμόρ 1 είναι λύζη ηηρ εξίζωζηρ (1)   
Θεωπώ ηην ζςνάπηηζη : f(x)= 3x4+x+2lnx‒4 με x>0 
f΄(x)=(3x4+x+2lnx‒4)΄=(3x4)΄+(x)΄+(2lnx)΄‒(4)΄=  
                       1                             2                      2    
=3 (x4)΄+1+2 —— ‒0=3• 4x3+1+ —— =12x3+1+ ——   
                       x                               x                       x 
                          
                          12x3>0                            
Έσω : x>0         1>0 
                           2               (+) 
                         —— >0   
                            x 
                       ________________ 
                                        2 
                      12x3+1+ ——  >0        f΄(x) >0         
                                        x 
Δπειδή f΄(x) >0 για κάθε xͼ(0,+∞) η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο 
(0,+∞)Άπα η f είναι «1-1» 
Έζηω ςπάπσοςν π1,π2ͼ(0,+∞) με π1≠π2 λύζειρ ηηρ  (1).Σόηε θα έσω : 
 
3 π1

4+ π1+2lnπ1=4               3π1
4+ π1+2lnπ1 ‒ 4=0 

 
 
3 π2

4+ π2+2lnπ2=4                3π2
4+ π2+2lnπ2‒ 4=0  

 
f(π1)=0                                       f  «1-1»                                       
                            f(π1)= f(π2)                         π1= π2 (Άηοπο)               
f(π2)=0 
2. 

Nα αποδείξεηε όηι η εξίζωζη x3+x‒1=0 έσει μοναδική πίζα ζηο 
διάζηημα (0,1)    

Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f:ΙR→IR με ηύπο f(x)= x3+x‒1.Η ζςνάπηηζη 
f είναι ζςνεσήρ ζηο [0,1] ωρ πολςωνςμική 



f(0)= 03+0‒1 =‒1 
f(1)= 13+1‒1 =1 
Έσω : f(0)• f(1) =‒1•1= ‒1<0 
 
                 Ι) f ζςνεσήρ ζηο [0,1] 
Οπόηε: 
                 ΙΙ) f(0)• f(1) <0 
Άπα η ζςνάηηζη f ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος θεωπήμαηορ 
ηος Bolzano ζηο κλειζηό διάζηημα [0,1]Οπόηε θα ςπάπσει ένα 
ηοςλάσιζηον ξͼ(0,1) ηέηοιο ώζηε f(ξ)= 0 
 
f(ξ)= 0                  ξ3+ξ‒1= 0                  
 
ξͼ(0,1)                      ξͼ(0,1)                             
 
f΄(x)= (x3+x‒1)΄= (x3)΄+(x)΄‒(1)΄= 3x2+1 
 
Έσω : x2≥0         3x2≥0         3x2+1≥1>0       3x2+1>0        f΄(x)>0 
 
Δπειδή f΄(x) >0 για κάθε xͼΙR η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο 
IR.Άπα η f είναι «1-1» 
Έζηω ςπάπσοςν π1,π2ͼIR με π1≠π2 λύζειρ ηηρ  (1).Σόηε θα έσω : 
 
π1

3+ π1‒1=4                  f(π1)=0          
                                                                                    f  «1-1» 
                                                                f(π1)= f(π2) 
π1

3+ π1‒1= 4               f(π2)=0                          
  
π1= π2 (Άηοπο)   
3. 

Έζηω η ζςνάπηηζη f(x)= x ‒ ζςνx , xͼ[0,π/2] 
Ι) Να αποδείξεηε όηι η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο [0,π/2] 
ΙΙ)Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη x ‒ ζςνx =0(1) έσει  μια  μόνο πίζα 
ζηο (0,π/2) 

Ι)f΄(x)= (x ‒ ζςνx)΄=(x)΄ ‒ (ζςνx)΄= 1‒ (‒ημx)= 1+ημx 
 
Αν xͼ[0,π/2] έσω : ημx≥0      1+ημx≥1+0       1+ημx≥1>0 
f΄(x)>0 
Δπειδή f΄(x)>0 για κάθε xͼ[0,π/2] η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο 
[0,π/2] Άπα η f είναι «1-1»   
 
              
     



                                                                              
ΙΙ)  
f(0)= 0‒ ζςν0 =‒1 
f(π/2)= π/2‒ ζςνπ/2 =π/2 
Έσω : f(0)• f(π/2) =‒π/2<0 
 
                 Ι) f ζςνεσήρ ζηο [0,π/2] 
Οπόηε: 
                 ΙΙ) f(0)• f(π/2) <0 
Άπα η ζςνάηηζη f ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος θεωπήμαηορ 
ηος Bolzano ζηο κλειζηό διάζηημα [0,π/2]Οπόηε θα ςπάπσει ένα 
ηοςλάσιζηον ξͼ(0,π/2) ηέηοιο ώζηε f(ξ)= 0 
 
f(ξ)= 0                  ξ‒ζςνξ= 0                  
 
ξͼ(0,π/2)                 ξͼ(0,π/2)                             
 
                                      
 Έζηω ςπάπσοςν π1,π2ͼ[0,π/2] με π1≠π2 λύζειρ ηηρ  (1).Σόηε θα έσω  
 
π1 ‒ζςνπ1=0                  f(π1)=0          
                                                                                    f  «1-1» 
                                                                f(π1)= f(π2) 
π2‒ζςνπ2= 0                 f(π2)=0                          
  
π1= π2 (Άηοπο)   
4. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη 5x+12x=13x(1) έσει μοναδική πίζα ηην 
x=2  

Aν x=2 θα έσω :  
 
5x+12x=52+122= 25+144=169 
                                                               5x+12x=13x 
13x =132=169 
Άπα ο απιθμόρ 2 είναι λύζη ηηρ εξίζωζηρ (1) 
                                                  5            12 
Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f(x)= ( ——) x+( ——) x‒1 

13 13    
              5            12                    5               12 
f΄(x)= [( ——) x+( ——) x‒1]΄= [( ——) x]΄+[( ——) x]΄ ‒(1)΄= 
              13          13                   13              13 
 
 



 
       5         5              12      12 
ln —— ( ——) x + ln —— ( ——) x 
      13      13             13      13 
         5                         5                          5        5 
0< ——<1              ln ——<0             ln ——( ——) x <0                
       13                         13                         13     13 
                                                                                                (+) 
       12                          12                        12     12 
0< ——<1               ln ——<0            ln ——( ——) x <0              
       13                          13                        13     13 
                                        ______________________________ 
                                            5         5              12       12 
                                       ln —— ( ——) x + ln —— ( ——) x < 0 
                                           13        13             13      13 
Δπειδή f΄(x) <0 για κάθε xͼΙR η f είναι γνηζίωρ θθίνοςζα ζηο 
IR.Άπα η f είναι «1-1» 
Έζηω ςπάπσοςν π1,π2ͼIR με π1≠π2 λύζειρ ηηρ  (1).Σόηε θα έσω : 
 
 
 
5π1 +12π1=13π1              5π1+12π1     13π1                          5π1        12π1      
                                   ————= ——               —— + —— ‒1=0 
                                       13π1             13π1                         13π1     13π1 
 
5π2 +12π2=13π2              5π2+12π2     13π2                           5π2        12π2      
                                   ————= ——               —— + —— ‒1=0 
                                       13π2             13π2                         13π2      13π2 
 
     5            12 
 ( ——)π1+( ——)π1‒1= 0             f(π1)=0 

13 13 
                                                                                
     5            12                                                        f(π1)= f(π2) 
 ( ——)π2+( ——)π2‒1= 0                                        
    13             13                           f(π2)=0 
 
f  «1-1» 
                   π1= π2 (Άηοπο) 
 
 
 
 



 
5. 

Να αποδείξεηε όηι οι γπαθικέρ παπαζηάζειρ ηων ζςναπηήζεων  
f(x)=x3+x+1 και g(x)= e‒x έσοςν ένα μόνο κοινό ζημείο   

 
 
Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη h(x)= x3+x+1‒e‒x  
h΄(x)= (x3+x+1‒e‒x)΄= (x3)΄+(x)΄+(1)‒(e‒x)΄= 3x2+1+0‒e‒x (‒x)΄=  
=3x2+1‒e‒x (‒1)= 3x2+1+e‒x  
 
3x2 ≥0 
 
e‒x >0       (+) 
 
1>0 
———— 
3x2+1+e‒x >0      h΄(x) 
Δπειδή h΄(x) <0 για κάθε xͼΙR η h είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο 
IR.Άπα η h είναι «1-1» 
Αν x=0 θα έσω : f(0)=03+0+1=1Άπα Α(1,1)ͼCf  
Αν x=0 θα έσω : g(0)= e‒0 =1Άπα Α(1,1)ͼCg 
Οπόηε Α(1,1)ͼCf∩Cg 

Άπα οι γπαθικέρ παπαζηάζειρ ηων ζςναπηήζεωνCf και Cg έσοςν 
ένα ηοςλάσιζηον κοινό ζημείο.Έζηω οι γπαθικέρ παπαζηάζειρ ηων 
ζςναπηήζεωνCf και Cg δεν έσοςν μοναδικό κοινό ζημείο 
 
Σόηε θα  ςπάπσοςν π1,π2ͼIR με π1≠π2 Β(π1,yΒ) ͼCf∩Cg και  
Γ(π2,yΓ) ͼCf∩Cg 

 

(π1,yΒ) ͼCf                         yΒ= f(π1) 

 

Β(π1,yΒ) ͼCg             yΒ= g(π1)          f(π1) = g(π1)         f(π1) ‒g(π1)= 0 

                                        ή                       ή                          ή   
Γ(π2,yΓ) ͼCf              yΓ= f(π2)           f(π2) = g(π2)         f(π2) ‒g(π2)= 0   
 

Γ(π2,yΓ) ͼCg            yΓ= g(π2) 

 
 
 f(π1)=0 
                                               h  «1-1»                                                                                
                        f(π1)= f(π2)                         π1= π2 (Άηοπο) 
f(π2)=0                                        
                    



ΑΚΗΔΙ 
1. 

Να λςθεί η εξίζωζη : 4x4+x+2lnx=5(1) 

2. 

Nα αποδείξεηε όηι η εξίζωζη x7+2x‒1=0 έσει μοναδική πίζα ζηο 
διάζηημα (0,1)    

3. 

Έζηω η ζςνάπηηζη f(x)= 2x ‒ ζςν2x , xͼ[0,π/4] 
Ι) Να αποδείξεηε όηι η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο [0,π/4] 
ΙΙ)Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη 2x ‒ ζςνx =0(1) έσει μια μόνο πίζα 
ζηο (0,π/2) 

4. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη 3x+4x=5x(1) έσει μοναδική πίζα ηην 
x=2  

5. 

Να αποδείξεηε όηι οι γπαθικέρ παπαζηάζειρ ηων ζςναπηήζεων  
f(x)=x7+2x+1 και g(x)= e‒x έσοςν ένα μόνο κοινό ζημείο   

6. 

Να λςθεί η εξίζωζη : 7x4+3x+2lnx=10(1) 

7. 

Nα αποδείξεηε όηι η εξίζωζη x13+9x‒1=0 έσει μοναδική πίζα ζηο 
διάζηημα (0,1)    

8. 

Έζηω η ζςνάπηηζη f(x)= 4x ‒ ζςν4x , xͼ[0,π/8] 
Ι) Να αποδείξεηε όηι η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο [0,π/8] 
ΙΙ)Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη 4x ‒ ζςν4x =0(1) έσει μια μόνο πίζα 
ζηο (0,π/8) 

9. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη 6x+8x=10x(1) έσει μοναδική πίζα ηην 
x=2  

10. 

Να αποδείξεηε όηι οι γπαθικέρ παπαζηάζειρ ηων ζςναπηήζεων  
f(x)=x11+9x+1 και g(x)= e‒x έσοςν ένα μόνο κοινό ζημείο   

11. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη 12x+9x=15x(1) έσει μοναδική πίζα ηην 
x=2  

12. 

Nα αποδείξεηε όηι η εξίζωζη x17+5x‒1=0 έσει μοναδική πίζα ζηο 
διάζηημα (0,1)    

                                                                       


