
ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ ΚΑΙ ΤΝΟΛΟ ΣΙΜΩΝ 
 

 
             Ι) Η f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β] 
Αν :  
             ΙΙ) Η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β] 
 
Σόηε f([α,β])= [f(α), f(β)] 
 

 

 
             Ι) Η f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β] 
Αν :  
             ΙΙ) Η f είναι γνηζίωρ θθίνοςζα ζηο κλειζηό διάζηημα [α,β] 
 
Σόηε f([α,β])= [f(β), f(α)] 
 

 
Αν f΄(x) > 0 για κάθε xєΔ ηόηε η ζςνάπηηζη f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο 

Δ (Δ=Διάζηημα δηλ. ένα ζύνολο ηηρ μοπθήρ 

[α,β],[α,β),(α,β),(α,β],(α,+∞), [α,+∞),(–∞, α),(–∞, α],(–∞,+∞) 

Αν  f ΄(x) < 0 για κάθε xєΔ ηόηε η ζςνάπηηζη f είναι γνηζίωρ θθίνοςζα 

ζηο Δ (Δ=Διάζηημα δηλ. ένα ζύνολο ηηρ μοπθήρ 

[α,β],[α,β),(α,β),(α,β],(α,+∞), [α,+∞),(–∞, α),(–∞, α],(–∞,+∞)) 

 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ 

1. 

Να βπεθεί ηο ζύνολο ηιμών ηηρ ζςνάπηηζηρ  
           _____ 
f(x) = x +1   +x ,xͼ[‒1,+∞) 

Aν xͼ(‒1,+∞) θα εσω :  
                                                                 1 
f΄(x) = [(x +1)1/2  +x]΄= [(x +1)1/2]΄ +(x)΄= —— (x +1)1/2‒1 (x +1)΄+1=   
                                                                 2 
      1                                            1            1                  1 
= —— (x +1) ‒1/2 [(x)΄ +(1)΄]+1= —— •   ———  +1= ——— +1 
      2                                             2       (x +1)1/2                  ___       

                                                                                                                              2  x +1 
Ι)f ζςνεσήρ ζηο [‒1,+∞) ωρ αύθποιζμα ζςνεσών ζςναπηήζεων 
 
 
ΙΙ) f΄(x)>0 για κάθε xͼ(‒1,+∞)  
 



Άπα η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο[‒1,+∞) 
 
Ι) f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο[‒1,+∞) 
 
 
ΙΙ) f ζςνεσήρ ζηο[‒1,+∞)ωρ άθποιζμα ζςνεσών ζςναπηήζεων  
 
Οποηε ηο ζύνολο ηιμών ηηρ f θα είναι : 
f([‒1,+∞))=[ f(‒1),limf(x)) =[‒1,+∞) 
                            x→+∞ 
             _____ 
f(‒1)= ‒1+1  ‒1=‒1 
Aν x>0 θα έσω : 
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2. 

Να βπεθεί ηο ζύνολο ηιμών ηηρ ζςνάπηηζηρ  
             
f(x) = lnx+x,xͼ(0,+∞) 

                                                 1 
f΄(x) = (lnx+x)΄= (lnx)΄+(x)΄ = —— +1 
                                                 x 
                 1                        1 
x>0         —— >0             ——+1 >0           f΄(x)>0  
                  x                        x     
Eπειδή f΄(x)>0 για κάθε xͼ(0,+∞) η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα 
Ι) f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο(0,+∞) 
 
 
ΙΙ) f ζςνεσήρ ζηο(0,+∞)ωρ άθποιζμα ζςνεσών ζςναπηήζεων  
 



 
 Οποηε ηο ζύνολο ηιμών ηηρ f θα είναι : 
f((0,+∞))=( limf(x),limf(x)) =(‒∞,+∞)=IR 
                  x→0+  x→+∞ 
limf(x)= lim(lnx+x)= limlnx+limx=‒∞+1=‒∞ 
x→0+   x→0+           x→0+   x→0+ 

limf(x)= lim(lnx+x)= limlnx+limx=+∞+∞=+∞ 
x→+∞   x→+∞        x→+∞   x→+∞ 
3. 

                                                                          3π 
Nα αποδείξεηε όηι x ζςνx<ημx για κάθε xͼ(0, ——] 
                                                                           4 

                                                                             3π 
Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f(x)= x ζςνx‒ημx , xͼ(0, ——] 
                                                                               4 
f΄(x)= (x ζςνx‒ημx)΄= (x ζςνx)΄‒(ημx)΄ = (x)΄ζςνx+x(ζςνx)΄‒ζςνx= 
= ζςνx+x(‒ημx)‒ζςνx= ‒xημx 
                3π    
Aν xͼ(0, ——] θα έσω :   
                 4                                                           
          3π                0<x <π                ημx >0                        
0<x≤——                                                                      xημx >0                          
           4                     x>0                     x>0 
 
‒xημx >0         f΄(x)<0 
                                                 3π 
Eπειδή f΄(x)<0 για κάθε xͼ(0, ——] η f είναι γνηζίωρ θθίνοςζα  
                                                  4 
                                                        3π 
Ι) f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο(0, ——] 
                                                        4 
                                 3π 
ΙΙ) f ζςνεσήρ ζηο(0, ——] ωρ άθποιζμα ζςνεσών ζςναπηήζεων  
                                   4 
Οποηε ηο ζύνολο ηιμών ηηρ f θα είναι :                                                             
                                                                __ 
        3π             3π                     (3π+4) 2 
f((0, ——])=[ f(——) ,limf(x))=[ ‒  ———— , 0) 
                                                          8 
          4              4      x→0+   
     3π        3π          3π         3π      3π                π                 π     
f(——) =—— ζςν—— ‒ημ—— = —— ζςν(π‒ ——)‒ημ(π‒ ——)= 
     4           4             4            4          4                  4                   4 



                                                              __           __ 
     3π             π              π        3π      2          2        
= —— ζςν(‒ ——)‒ημ ——= ‒ —— • ——‒ ‒ —— =  
      4                4              4         4         2             2 
            __         __                           __ 

3π 2      4 2               (3π+4) 2 
=‒ ——— ‒ ———— = ‒  ———— 
          8              8                      8 
 
limf(x)= lim (x ζςνx‒ημx)= lim (x ζςνx)‒ lim ημx= 0• ζςν0‒ημ0=0 
x→0+    x→0+                                x→0+             x→0+ 

                                                                    3π 
Άπα f(x)<0 για κάθε xͼ(0, ——] 
                                             4 
f(x)<0                        x ζςνx‒ημx<0              x ζςνx<ημx0 
           3π                               3π                               3π 
xͼ(0, ——]                   xͼ(0, ——]                   xͼ(0, ——] 
             4                                 4                                  4 
 

ημ(π‒x)=ημx 

ζςν(π‒x)=‒ζςνx 

                  __ 
       π      2      
ημ—— = —— 
        4         2 

                   __ 
       π       2      
ζςν—— = —— 
        4         2 

ημ0=0 

ζςν0=1 

4. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη ex+x=0(1) έσει μοναδική λύζη 

Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f(x)= ex+x,xͼIR 
f΄(x)=(ex+x)΄=(ex)΄+(x)΄ = ex+1 
ex>0          ex+1>0         f΄(x) >0 
Eπειδή f΄(x)>0 για κάθε xͼΙR η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα  
Ι) f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο ΙR 
 
ΙΙ) f ζςνεσήρ ζηοIR ωρ άθποιζμα ζςνεσών ζςναπηήζεων  
Οποηε ηο ζύνολο ηιμών ηηρ f θα είναι : 
f((‒∞,+∞))=( limf(x),limf(x)) =(‒∞,+∞)=IR 
                    x→‒∞  x→+∞ 



 
 limf(x)= lim(ex+x)= limex+ lim x= 0 ‒∞=‒∞ 
x→‒∞   x→‒∞       x→‒∞ x→‒∞ 
limf(x)= lim(ex+x)= limex+ lim x= ∞+∞=+∞ 
x→+∞   x→+∞       x→+∞ x→+∞ 
Oπόηε ςπάπσει ξͼΙR ηέηοιο ώζηε f(ξ)=0Άπα ξ λύζη ηηρ (1) 
Η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο IR.Άπα η f είναι «1-1» 
Έζηω ςπάπσοςν π1,π2ͼIR με π1≠π2 λύζειρ ηηρ  (1).Σόηε θα έσω : 
 
eπ1+ π1= 0                 f(π1)=0          
                                                                                    f  «1-1» 
                                                                f(π1)= f(π2) 
eπ2+ π2= 0               f(π2)=0                          
  
π1= π2 (Άηοπο)   
5. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη lnx+2x=0(1) έσει μοναδική λύζη 

Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f(x)= lnx+2x ,xͼ(0,+∞) 
                                                    1 
f΄(x) = (lnx+2x)΄= (lnx)΄+2(x)΄ = —— +2 
                                                    x 
                 1                        1 
x>0         —— >0             ——+2 >0           f΄(x)>0  
                  x                        x     
Eπειδή f΄(x)>0 για κάθε xͼ(0,+∞) η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα 
 
Ι) f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο(0,+∞) 
 
ΙΙ) f ζςνεσήρ ζηο(0,+∞)ωρ άθποιζμα ζςνεσών ζςναπηήζεων  
 Οποηε ηο ζύνολο ηιμών ηηρ f θα είναι : 
f((0,+∞))=( limf(x),limf(x)) =(‒∞,+∞)=IR 
                  x→0+  x→+∞ 
limf(x)= lim(lnx+2x)= limlnx+2limx=‒∞+0=‒∞ 
x→0+   x→0+           x→0+      x→0+ 

limf(x)= lim(lnx+2x)= limlnx+limx=+∞+2(+∞)=+∞+∞=+∞ 
x→+∞   x→+∞        x→+∞   x→+∞ 
Oπόηε ςπάπσει ξͼΙR ηέηοιο ώζηε f(ξ)=0Άπα ξ λύζη ηηρ (1) 
Η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο IR.Άπα η f είναι «1-1» 
Έζηω ςπάπσοςν π1,π2ͼIR με π1≠π2 λύζειρ ηηρ  (1).Σόηε θα έσω : 
 
 
 
 



 
lnπ1+ π1= 0                 f(π1)=0          
                                                                                    f  «1-1» 
                                                                f(π1)= f(π2) 
lnπ2+ π2= 0                f(π2)=0                          
  
π1= π2 (Άηοπο)  

ΑΚΗΕΙ 
 
1. 

Να βπεθεί ηο ζύνολο ηιμών ηηρ ζςνάπηηζηρ  
            _____ 
f(x) = x +2   +3x ,xͼ[‒2,+∞) 

2. 

Να βπεθεί ηο ζύνολο ηιμών ηηρ ζςνάπηηζηρ  
             
f(x) = 2lnx+3x,xͼ(0,+∞) 

3. 

                                                                               3π 
Nα αποδείξεηε όηι 2x ζςν2x<ημ2x για κάθε xͼ(0, ——] 
                                                                                8 

4. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη ex+3x=0(1) έσει μοναδική λύζη 

5. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη lnx+8x=0(1) έσει μοναδική λύζη 

6. 

Να βπεθεί ηο ζύνολο ηιμών ηηρ ζςνάπηηζηρ  
            _____ 
f(x) = x +7   +2x ,xͼ[‒7,+∞) 

7. 

Να βπεθεί ηο ζύνολο ηιμών ηηρ ζςνάπηηζηρ  
             
f(x) = 7lnx+4x,xͼ(0,+∞) 

8. 

                                                                               3π 
Nα αποδείξεηε όηι 4x ζςν4x<ημ4x για κάθε xͼ(0, ——] 
                                                                                16 

9. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη ex+11x=0(1) έσει μοναδική λύζη 

10. 

Να αποδείξεηε όηι η εξίζωζη lnx+10x=0(1) έσει μοναδική λύζη 
 


