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                                    f(x) 

Πωο ζα βξω ην lim  ─────   όηαλ : 

                      x→x0     g(x)          

     

 lim f(x) = lim g(x) =  0 θαη f(x),g(x) πνιπώλπκα 

x→x0       x→x0 
 

Από ηα πνιπώλπκα f(x) θαη g(x) βγάδω θνηλό παξάγνληα ην x – x0  : 

f(x) = f1(x) (x – x0) , g (x) = g1(x) (x – x0) 

 

   f(x)             f1(x) (x – x0)              f1(x) 

─────  = ────────── = ───── 

   g(x)            g1(x) (x – x0)             g1(x) 

 

                                                 f(x)                                               f1(x) 

Γηα λα βξω ην lim  ─────   ζέηω ζηελ παξάζηαζε ───── 

                      x→x0     g(x)                                              g1(x)    
 

όπνπ x ην x0  : 

 

                                                      Θέηω όπνπ x ην x0  ζηελ παξάζηαζε 

            f(x)                     f1(x)                         f1(x) 

lim   ─────  = lim   ───── =              ───── 

x→x0   g(x)        x→x0   g1(x)                        g1(x) 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

 

                                                 x
3 
+ x

2 
+ x – 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f(x) = ──────────   

                                                   x
2
 – 4 x + 3 

κε xє(– ∞, 1) ( 0 , 3) U ( 3 , + ∞)         

Να βξεζεί ην όξην ηεο f ζην ζεκείν xν = 1 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Παξαηεξώ όηη : lim (x
3 
+ x

2 
+ x – 3) = lim (x

2
 – 4 x + 3) =  0 

                          x→1                         x→1 

Θεωξώ ηελ Δπθιείδεηα δηαίξεζε (x
3 
+ x

2 
+ x – 3) : ( x – 1 ) 

 

        1                     1                 1                   – 3                ξ = 1 

 

                          1   1 =1        1  2 = 2        3   1 = 3 

 

        1               1 + 1 = 2     1 + 2 = 3        – 3 + 3 = 0 
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π(x)= x
2  

+ 2x + 3 , π(x)= 0 

 

Έρω : x
3  

+  x
2
 + x – 3 = (x –ξ) Πειίθν + Υπόινηπν  =  

 

=  (x – 2 ) π(x) + 0 = (x – 1 ) (x
2  

+ 2x + 3) 

 

Οπόηε : x
3  

+  x
2
 + x – 3 =  (x – 1 ) (x

2  
+ 2x + 3)  (1) 

 

Θεωξώ ηελ  δεπηεξνβάζκηα εμίζωζε :  

 

                    1     x
2  

  – 4    x   +   3         =   0     (2) 

 

                                    α = 1      β = –4    γ = 3 

 

Γ = β
2 
– 4 α γ  = ( –4)

2
 – 4   1   3  =  16 – 12 = 4 

 

Δπεηδή Γ > 0 ε δεπηεξνβάζκηα εμίζωζε (2) έρεη δπν ξίδεο πξαγκαηηθέο 

θαη άληζεο : 

                                              

            – β ±           – (–4) ± 4        4 ± 2 

ξ 1,2 = ─────── =  ─────── = ─────  

                   2 α                    2   1             2     

 

           4 + 2            6 

ξ 1 = ─────  = ────  = 3  

2 2 

 

          4 – 2              2 

ξ 2 = ─────  = ─────  = 1 

              2                 2    

 

α x
2 
+ β x + γ = α (x – ξ1) (x – ξ2) 

Όηαλ Γ > 0 θαη ξ1 , ξ2 νη ξίδεο ηεο δεπηεξνβάζκηαο εμίζωζεο  

α x
2 
+ β x + γ = 0 

 

Άξα : x
2   

– 4
  
x + 3 = α (x – ξ1) (x – ξ2) = 1(x – 3) (x – 1) = (x – 3) (x – 1) 

 

Οπόηε :     x
2   

– 4
  
x + 3 = (x – 3) (x – 1)    (3) 

 

Αλ xє(– ∞, 1) ( 0 , 3)   ( 3 , + ∞) ζα  έρω : 
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                x
3 
+ x

2 
+ x – 3        (x – 1 ) (x

2  
+ 2x + 3)         x

2  
+ 2x + 3

  f(x) = ──────────  = ────────────  = ──────── 

                    x
2
 – 4 x + 3            (x – 3) (x – 1)                   x – 3 

 

                           x
2  

+ 2x + 3               1
2  

+ 2   1 + 3            6 

lim f(x) = lim ──────────  = ──────────  = ──── =  – 3 

x→1       x→1         x – 3                        1 – 3                   – 2 

ΑΚΗΕΙ 

1. 

Να βξεζνύλ ηα όξηα : 

                                x
2
 – 1                              x

2
 –   4  

  Ι)   lim    ────────── Ι)   lim    ──────────  

    x→1      x
2 
– 3 x  +  2         x→2    x

2 
– 6 x  +  8 

                      x
2
 –   9                              x

2
 –   25  

  ΙΙΙ)   lim    ────────── ΙV)   lim    ──────────  

      x→3      x
2 
– 7 x  +  12           x→5     x

2 
– 8 x  +  15 

2. 

Να βξεζνύλ ηα όξηα : 

                                x
2
 –5 x                                   x

2
 – 4 x  

  Ι)   lim    ────────── Ι)   lim    ──────────  

    x→5      x
2 
– 6 x  +  5          x→ 4         x

2 
– 5 x  +  4 

                      x
2
 –  3 x                                       x

2
 –  5 x 

  ΙΙΙ)   lim    ──────────    ΙV)   lim    ──────────  

        x→3      x
2 
– 2 x –  3           x→5            x

2 
+ 3 x – 40 

3. 

Να βξεζνύλ ηα όξηα : 

                             x
2
 – 4 x + 3                               x

2
 + 4 x + 3 

  Ι)   lim    ──────────     ΙΙ)     lim     ──────────  

    x→1      x
2 
– 6 x  +  5                x→ –3     x

2 
–  x – 12 

                     x
2
 –7 x + 10                                 x

2
 – 8 x + 7 

  ΙΙΙ)   lim   ──────────   ΙV)   lim    ──────────  

       x→  5    x
2 
– 2 x – 15             x→ 7        x

2 
– 9 x + 14 

4. 

Να βξεζνύλ ηα όξηα : 

                        x
3
 – 4 x

2 
+ x + 2                         x

3
 + 4x

2 
+ 3 x 

  Ι)   lim    ──────────     ΙΙ)     lim     ──────────  

    x→1      x
2 
– 3 x  +  2                x→ 0          x

2 
–  x  

                  x
3
– 3x

2
–2x + 8                         x

3
 – 8 x

2
 – 6x + 3  

  ΙΙΙ)   lim   ──────────   ΙV)   lim     ──────────  

       x→2     x
2 
– 5 x  + 6               x→ –1     x

2 
– 9 x – 10 
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Πωο ζα παξαγνληνπνηήζω ηελ παξάζηαζε Α – Β όηαλ  

↓ 

Γξάθω ηα Α θαη Β ζηελ κνξθή Α = α
2
 θαη Β = β

2
 

↓ 

Α – Β = α
2
 – β

2 
= ( α – β ) ( α + β )  

 

ΧΡΗΙΜΕ ΧΕΕΙ 

( α – β ) 
.
 ( α + β ) =  α

2
 –  β

2 

 

(  Πξώηνο  –  Γεύηεξνο ) . ( Πξώηνο  +  Γεύηεξνο )  = 

 

                =     Πξώηνο 
2 
–

 
 Γεύηεξνο 

2
 

 

( α 
.
 β)

ν
 = α

ν
 . β

ν
 

      

        α         
ν                        

α
ν 

       ──────            
=       

────── 

       β                           β
ν
 

 

(α
ν
)

μ  
=

 
α 

ν μ
 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

 

Να παξαγνληνπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε  25 α
4
 – 9  

 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 

25 α
4
 – 9  = 5

2
 (α

2
 )

2
– 3

2 
=   (5 α

2 
)

2
 – 3

2  
= 

 

Γξάθω ην 25 α
4
 θαη 9 ζηελ κνξθή   25 α

4
 = (5 α

2
)

2 
θαη 9 = 3

2
 

( α – β ) 
.
 ( α + β ) =  α

2
 –  β

2 

 

(  Πξώηνο  –  Γεύηεξνο ) . ( Πξώηνο  +  Γεύηεξνο )  = 

 

                =     Πξώηνο 
2 
–

 
 Γεύηεξνο 

2
 

 

(α
ν
)

μ  
=

 
α 

ν μ
 

( α 
.
 β)

ν
 = α

ν
 . β

ν
 

 

= (5 α
2 
– 3 ) (5 α

2 
+ 3 ) 
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Πώο ζα βγάιω θνηλό παξάγνληα από θάπνην άζξνηζκα γξάκκαηα θαη 

αξηζκνύο;;;  

 

Γηα λα  βγάιω θνηλό παξάγνληα από θάπνην άζξνηζκα γξάκκαηα ζα 

πξέπεη λα ππάξρνπλ θνηλά γξάκκαηα ζε όινπο ηνπο όξνπο ηνπ 

αζξνίζκαηνο !!! 

↓ 

Ι) Βγάδω θνηλό παξάγνληα όια ηα θνηλά γξάκκαηα ζην κηθξόηεξν εθζέηε 

πνπ εκθαλίδνληαη 

ΙΙ) Από ηνπο ζπληειεζηέο βγάδω θνηλό παξάγνληα ην κεγαιύηεξν θνηλό 

δηαηξέηε ηωλ ζπληειεζηώλ  

ΙΙΙ) Μέζα ζηελ παξέλζεζε δηαηξώ όινπο ηνπο όξνπο ηνπ αζξνίζκαηνο κε 

ηελ παξάζηαζε πνπ έρεη βγεη θνηλόο παξάγνληαο 

 

                          Τν γηλόκελν όιωλ ηωλ         Ο κεγαιύηεξνο          

 Άζξνηζκα   =   θνηλώλ γξακκάηωλ  ζην         θνηλόο             

                          ζην κηθξόηεξν εθζέηε           δηαηξέηεο     

                             πνπ εκθαλίδνληαη            ηωλ ζπληειεζηώλ 

 

          Γηαηξώ ηνλ πξώην                Γηαηξώ ηνλ δεύηεξν 

        όξν ηνπ αζξνίζκαηνο             όξν ηνπ αζξνίζκαηνο 

        κε ηελ παξάζηαζε πνπ   +    κε ηελ παξάζηαζε πνπ     + . . . 

         έρεη βγεη θνηλόο                       έρεη βγεη θνηλόο 

              παξάγνληαο                             παξάγνληαο 

         

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Να παξαγνληνπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε 16 α
4
 β

3
 + 10 α

2
 β

5
 θ + 4 α

5
 β

7 
  

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

16 α
4
 β

3
 + 10 α

2
 β

5
 θ + 4 α

5
 β

7 
= 2 α

2
 β

3 
( 8 α

2
  + 5 β

2 
θ

  
+ 2 α

3
 β

4 
) 

 

 
16 α

4
 β

3
 

───── = 8 α
2
  

  2 α
2
 β

3 

 

                                    10 α
2
 β

5 
θ

 

                                    ─────  = 5 β
2 
θ 

                                       2 α
2
 β

3 

 

                                                                           4 α
5
 β

7 

                                                                                                                    
─────  =  2 α

3
 β

4
 

                                                                             2 α
2
 β

3 

 
 


