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ΟΙ ΑΝΙΩΕΙ ΚΑΙ ΣΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΗ ΜΕΗ ΣΙΜΗ 
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ 
1. 

                                                                  eα‒ eβ                        
Αν α,β>0 με α<β να αποδείξεηε όηι : eα <——— < eβ   
                                                                  α ‒ β                             

Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f(x) = ex 
                           
f΄(x) = (ex)΄= ex 
 
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β] 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (α,β) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f(β) ‒ f(α)         eβ ‒ eα 
f΄(ξ) = ————— = ————— = eξ 
                  β‒α               β‒α 
 
 ξͼ(α,β)          α<ξ<β           eα < eξ  <  eβ        eα < f΄(ξ) < eβ 
 
        eβ‒ eα                         ‒(eα‒eβ)                      eα‒eβ                      
 eα <——— < eβ          eα <——— < eβ          eα <——— < eβ    
         β ‒ α                         ‒(α‒β)                            α‒β                                                      
2. 

                                                             α ‒ β                        α ‒ β                        
Αν α,β>0 με α<β να αποδείξεηε όηι : ——— < lnα‒ lnβ<  ——— 
                                                               α                                β 

Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f(x) = lnx,x>0 
                         1  
f΄(x) = (lnx)΄= —— 
                         x 
 
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β] 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (α,β) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
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            f(β) ‒ f(α)         lnβ‒ lnα         1 
f΄(ξ) = ————— = ————— = —— 
                  β‒α               β‒α             ξ 
 
                                               1         1         1 
ξͼ(α,β)            α<ξ<β           —— > —— > —— 
                                               α         ξ          β 
   1         1          1                  1                   1 
—— < —— < ——             —— < f΄(ξ) < —— 
   β         ξ          α                  β                   α 
 
   1         lnβ‒ lnα          1                 1      ‒(lnα‒ lnβ)        1 
—— < ————— < ——            —— < ————— < ——  
  β             β‒α             α                  β         ‒(α‒β)            α 
 
    1        lnα‒ lnβ        1 
—— < ————— < ——           (α<β ή α‒β<0) 
    β             α‒β           α 
 
            1                 lnα‒ lnβ                    1 
(α‒β) —— > (α‒β) ————— > (α‒β) ——            
            β                    α‒β                       α 
 
 
  α‒β                      α‒β              α‒β                      α‒β 
 —— > lnα‒ lnβ >  ——           —— < lnα‒ lnβ < ——            
     β                          α                 α                          β 
3. 

                                                              
Αν α,β>0 με α<β και νͼΙΝ με ν>1να αποδείξεηε όηι : 
 
 ν βν‒1 < βν ‒ αν < ν αν‒1 

Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f(x) = xν,x>0 
                          
f΄(x) = (xν)΄=  νxν‒1                        
 
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β] 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (α,β) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
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            f(β) ‒ f(α)        βν ‒ αν          
f΄(ξ) = ————— = ————— =   νξν‒1  
                  β‒α           β‒α              
 
                                                
ξͼ(α,β)            αν‒1<ξ ν‒1<β ν‒1         ν αν‒1< νξ ν‒1<ν β ν‒1          
                                                            βν ‒ αν 
   ν αν‒1 < f΄(ξ) < ν β ν‒1                ν αν‒1 <  ———<   ν β ν‒1 
                                                              β‒α 
              βν ‒ αν                                       ‒(αν‒βν) 
ν αν‒1 <  ———<   ν β ν‒1           ν αν‒1 <  ———<   ν β ν‒1 
                β‒α                                         ‒(α‒β) 
 
               αν‒ βν         
ν αν‒1 < ————— < ν αν‒1             (α<β ή α‒β<0) 
                α‒β            
 
                                   αν‒ βν                                                 
(α‒β) ν αν‒1   > (α‒β) ————— > (α‒β)  ν βν‒1           
                                    α‒β                        
                                                            
  (α‒β)ναν‒1 > αν‒ βν  >(α‒β)νβν‒1 

 

             
(α‒β)νβν‒1 < αν‒ βν  <(α‒β)ναν‒1 

                                                                        
 
4. 

                    π                                    α ‒ β                        α ‒ β                        
Αν 0<α<β<—— να αποδείξεηε όηι : ——— < εθα‒ εθβ<  ——— 
                     2                                   ζςν2β                       ζςν2α                                                

                                                               π 
Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f(x) = εθx,xͼ(0 , —) 
                                                               2 
                         1  
f΄(x) = (εθx)΄= —— 
                      ζςν2x 
 
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β] 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (α,β) 
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Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f(β) ‒ f(α)       εθβ‒ εθα         1 
f΄(ξ) = ————— = —————  = —— 
                  β‒α               β‒α          ζςν2ξ 
            π 
0<α<β<—            ζςνα,ζςνβ,ζςνξ>0 
             2 
                                                                                                  π 
Η ζςνάπηηζη ζςνx είναι γνηζίωρ θθίνοςζα ζηο διάζηημα ( 0, —)  
                                                                                                   2 
ξͼ(α,β)        α<ξ<β         ζςνα>ζςνξ<ζςνβ                 
                                                                                              
ζςνβ<ζςνξ<ζςνα          ζςν2β<ζςν2ξ<ζςν2α  
                                                                                               
     1           1         1                 1           1          1 
   —— > —— > ——              —— < —— < ——            
   ζςν2β   ζςν2ξ ζςν2α             ζςν2α ζςν2ξ   ζςν2β 
     1                   1               1         εθα‒ εθβ          1 
  —— < f΄(ξ) < ——          —— < ————— < —— 
   ζςν2α           ζςν2β          ζςν2α       β‒α         ζςν2β 
 
 
 
     1      ‒(εθα‒ εθβ)     1 
 —— < ————— < ——  
ζςν2α       ‒(α‒β)       ζςν2β    
 
    1        εθα‒ εθβ        1 
—— < ————— < ——           (α<β ή α‒β<0) 
ζςν2α         α‒β         ζςν2β 
 
            1                 εθα‒ εθβ                    1 
(α‒β) —— > (α‒β) ————— > (α‒β) ——            
         ζςν2α                α‒β                     ζςν2β 
 
 
  α‒β                         α‒β            α‒β                        α‒β 
 —— > εθα‒ εθβ >  ——           —— < εθα‒ εθβ < ——            
ζςν2α                       ζςν2β        ζςν2β                     ζςν2α            
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5. 

                    π                                α ‒ β                               α ‒ β                        
Αν 0<α<β<—— να αποδείξεηε όηι : ——— < ζθβ‒ ζθα<  ——— 
                     2                                 ημ2α                              ημ2β                                                

                                                               π 
Θεωπώ ηη ζςνάπηηζη f(x) = ζθx,xͼ(0 , —) 
                                                               2 
                             1  
f΄(x) = (ζθx)΄= ‒ —— 
                          ημ2x 
 
I) f ζςνεσήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β] 
 
ΙΙ) f παπαγωγίζιμη  ζηο ανοικηό διάζηημα  (α,β) 
 
Οπόηε η ζςνάπηηζη f  ικανοποιεί ηιρ πποςποθέζειρ ηος 
θεωπήμαηορ ηηρ μέζηρ ηιμήρ ζηο κλειζηό διάζηημα  [α,β].Άπα θα 
ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον ξͼ(α,β) ηέηοιο ώζηε να ιζσύει  
            f(β) ‒ f(α)       ζθβ‒ ζθα           1 
f΄(ξ) = ————— = —————  = ‒ —— 
                  β‒α               β‒α               ημ2ξ 
              π 
0<α<β< —            ημα,ημβ,ημξ>0 
               2 
                                                                                                π 
Η ζςνάπηηζη ημx είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο διάζηημα ( 0, —)  
                                                                                                2 
ξͼ(α,β)        α<ξ<β         ημα<ημξ<ημβ                 
                                       1           1         1                                                                                            
ημ2α<ημ2ξ<ημ2β          —— > —— >   —— 
                                    ημ2α     ημ2ξ     ημ2β                                                                                               
     1           1         1                     1            1            1 
   —— < —— < ——              ‒ —— > ‒ —— > ‒ ——            
   ημ2β    ημ2ξ     ημ2α                ημ2β        ημ2ξ      ημ2α     
             
       1            1           1                   1                       1                            
 ‒ —— < ‒ —— <‒ ——           ‒ —— < f΄(ξ)  <‒ ——            
    ημ2α        ημ2ξ      ημ2β              ημ2α                 ημ2β         
 
      1       ζθβ‒ζθα           1                    1      ‒(ζθα‒ζθβ)          1       
‒ —— <————— <‒ ——‒          ‒  —— < ————— < ‒ ——  
   ημ2α       β‒α              ημ2α                ημ2β      ‒(α‒β)            ημ2β    
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    1        ζθα‒ ζθβ            1 
‒ —— < ————— <‒ ——               (α<β ή α‒β<0) 
  ημ2α         α‒β              ημ2β 
 
              1                 ζθα‒ ζθβ                    1 
‒(α‒β) —— > (α‒β) ————— > ‒ (α‒β) ——            
            ημ2α                  α‒β                       ημ2β 
 
 
    α‒β                           α‒β                 
‒ —— < ζθα‒ ζθβ < ‒ ——                     
   ημ2β                           ημ2α   
                       
           α‒β                                         α‒β 
‒1(  ‒ —— )> ‒1( ζθα‒ ζθβ) <‒1(‒ ——  ) 
          ημ2β                                        ημ2α 
 
   α‒β                         α‒β           α‒β                         α‒β 
 —— > ζθβ ‒ζθα > ——           —— < ζθβ ‒ζθα < —— 
  ημ2β                        ημ2α           ημ2α                        ημ2β  

ΑΚΗΕΙ 
1. 

                                                                    e2α‒ eβ                        
Αν α,β>0 με 2α<β να αποδείξεηε όηι : e2α <——— < eβ   
                                                                     2α ‒ β                             

2. 

                                                             3α ‒ β                        3α ‒ β                        
Αν α,β>0 με 3α<β να αποδείξεηε όηι : ——— < ln3α‒ lnβ<  ——— 
                                                               3α                                β 

3. 

                                                              
Αν α,β>0 με α<β και νͼΙΝ με ν>1να αποδείξεηε όηι : 
 
 2ν (β‒ α) α2ν‒1< β2ν ‒ α2ν < 2ν (β‒ α) β2ν‒1 

4. 

                    π                                    2α ‒ β                        2α ‒ β                        
Αν 0<2α<β<—— να αποδείξεηε όηι : ——— < εθ2α‒ εθβ<  ——— 
                     2                                   ζςν2β                       ζςν22α                                                

5. 

                    π                                2α ‒ β                               2α ‒ β                        
Αν 0<2α<β<—— να αποδείξεηε όηι : ——— < ζθβ‒ ζθ2α<  ——— 
                     2                                 ημ22α                              ημ2β                                                
 


