
 
Η EΦAΠΣΟΜΔΝΗ ΣΗ Cf ΚΑΘΔΣΟΣΗΣΑ ΚΑΙ ΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑ 
 

ΔΤΘΔΙΑ 

 

Ο ζσνηελεζηής διεύθσνζης 

Πόηε νξίδεηαη ν ζπληειεζηήο 
δηεύζπλζεο κηαο επζείαο (ε) 

Όηαλ (ε)      Τ΄Τ 

Πωο νξίδεηαη ν ζπλπηειεζηήο 
δηεύζπλζεο  ηεο επζείαο (ε) 

                    Τ΄ 
 
              (ε) 
                                ω 
Υ΄                                       Υ 
                      Ο(0,0) 
                    Τ 
ι = εθω 
 
ι= Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 
ηεο επζείαο (ε) 
 
ω =  Η γωλία πνπ δηαγξάθεη ν 
άμνλαο Υ΄Υ όηαλ ζηξαθεί 
αληίζεηα  
κε ηνπο δείθηεο ηνπ ξνινγηνύ 
έηζη ώζηε λα ζπλαληήζεη ηελ 
επζεία (ε)  

Από πνηα ζρέζε δηλεηαη ν 
ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο 
επζείαο (ε) όηαλ γλωξίδω όηη ηα 
ζεκεία  Α(x1,y1) θαη Β(x2,y2) 
αλήθνπλ ζηελ (ε) 

 
         y2 – y1 
ι =  ────── 
          x2 – x1 

ι= Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 
ηεο επζείαο (ε) 
Σα ζεκεία  Α(x1,y1) θαη Β(x2,y2) 
αλήθνπλ ζηελ (ε) 

 

 
 

Σσνθήκη παραλληλίας 

(ε1)//(ε2)         ι1 = ι2 

ι1 : Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 
ηεο επζείαο (ε1) 
ι2 : Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 
ηεο επζείαο (ε2) 
 



 
 

πλζήθε θαζεηόηεηαο 
 
 
 

(ε1)//(ε2)         ι1 • ι2  = – 1 

ι1 : Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 
ηεο επζείαο (ε1) 
ι2 : Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 
ηεο επζείαο (ε2) 
 

Από πνηα ζρέζε δίλεηαη ν 
ζπληειεζηήο δηεπζπλζεο ηεο 
επζείαο (ε) όηαλ  επζεία (ε) έρεη 
εμίζωζε εμίζωζε   
(ε) : y   =  α x + β 

(ε) : y   =  α x + β 
 
ι = α 
 
ι= Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 
ηεο επζείαο (ε) 

Από πνηα ζρέζε δίλεηαη ν 
ζπληειεζηήο δηεπζπλζεο ηεο 
επζείαο (ε) όηαλ  επζεία (ε) έρεη  
εμίζωζε   
(ε) : Α x +Β y + Γ  = 0 κε Β ≠ 0 

(ε) : Α x +Β y + Γ   =  0 
            Α 
ι = – ─── όηαλ Β ≠ 0 
             Β  
ι= Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 
ηεο επζείαο (ε) 

 
 
 

Δμίζωζε επζείαο (ε) όηαλ γλωξίδω ην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο 
επζείαο (ε) θαη έλα ζεκείν Α(x1,y1) πνπ αλήθεη  ζηελ (ε) 

 
   (ε) : y –y1  = ι (x –x1 ) 
ι= Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο επζείαο (ε) 
Α(x1,y1) ζεκείν ηεο  (ε) 

 

Δμίζωζε επζείαο (ε) όηαλ  (ε)//Τ΄Τ θαη έλα ζεκείν Α(x1,y1) πνπ 
αλήθεη  ζηελ (ε) 

(ε) : x = x1   
(ε)//Τ΄Τ θαη Α(x1,y1) ζεκείν ηεο  (ε) 

 
 

Δμίζωζε επζείαο (ε) όηαλ  (ε)//Υ΄Υ θαη έλα ζεκείν Α(x1,y1) πνπ 
αλήθεη  ζηελ (ε) 

 
   (ε) : y = y1  
(ε)//Υ΄Υ θαη Α(x1,y1) ζεκείν ηεο  (ε) 

  
 
 



 

Δμίζωζε επζείαο (ε) όηαλ γλωξίδω ην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο 
επζείαο (ε) θαη ε αξρή ηωλ αμόλωλ δει. ην ζεκείν Ο(0,0) αλήθεη  
ζηελ (ε) 

 
   (ε) : y   = ι x  
ι = Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο επζείαο (ε) 
Όηαλ ην ζεκείν Ο(0,0) αλήθεη  ζηελ (ε) 

 
 
 
 

ΓΕΝΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΥΘΕΙΑΣ 

Η εμίζωζε Α x +Β y + Γ  = 0 παξηζηάλεη επζεία όηαλ |Α|+ |Β| ≠ 0 
δει. ε εμίζωζε Α x +Β y + Γ  = 0 παξηζηάλεη επζεία όηαλ ηα Α θαη Β 
δελ είλαη ηαπηόρξνλα κεδέλ   

 

Απόζηαζη ζημείοσ από εσθεία 

 
                   | Α xν +Β yν + Γ | 
d(Α, ε)  = ─────────── 
                       ________ 
                     Α2 + Β2 

 

(ε) : Α x +Β y + Γ  = 0 
d(Α, ε) : Απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ Α(xν , yν) από ηελ επζεία (ε) 

 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ 
1. 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 3x4‒6x2+5 θαη Cf ε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε.Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ ηξηα ζεκεία ηεο Cf ζηα 
νπνία νη εθαπηνκέλεο ηεο Cf είλαη παξάιιειεο κε ηελ επζεία 
(ε):y=1   

Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ωο πνιπωλπκηθή 
f΄(x) = (3x4‒6x2+5)΄= (3x4)΄‒(6x2)΄+(5)΄= 3 (x4)΄‒ 6 ( x2)΄+0=  
= 3 •4x3‒ 6 •2x=12x3‒ 12x  
Αλ (ℓ) ε εθαπηνκέλε ηεο Cf  ζην ζεκείνεπαθήο Α(xo, f(xo))Σόηε ζα 
ηζρύεη: ιℓ = f΄( xo)   
Έρω : ιε = 0 
Δπεηδή (ℓ)//(ε) ζα έρω : ιℓ = ιε ή f΄( xo)= 0 ή12 xo

3‒ 12 xo = 0 ή  



ή12xo(xo
2‒1) = 0 ή12xo(xo‒1)(xo+1) = 0  ή  

 
xo=0                      xo=0 
  ή                           ή 
xo‒1=0          ή     xo=1 
  ή                            ή 
xo+1 = 0                xo+ = ‒1 
 
Αλ xo=0 έρω : f(0) = 3•04‒6•02+5=5Οπόηε έρω ην ζεκείν Α(0,5) 
Αλ xo=1 έρω : f(1) = 3•14‒6•12+5=2Οπόηε έρω ην ζεκείν Β(1,2) 
Αλ xo=‒1 έρω: f(‒1)=3•(‒1)4‒6•(‒1)2+5=5Οπόηε έρω ην ζεκείν 
Γ(‒1,2) 
2. 

Να βξείηε ηελ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο f κε f(x) = 3x2+5x+1πνπ είλαη θάζεηε ζηελ  επζεία 
(ε):x‒y+2=0   

Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ωο πνιπωλπκηθή 
f΄(x) = (3x2+5x+1)΄= (3x2)΄+(5x)΄+(1)΄= 3 (x2)΄+ 5(x)΄+0=  
= 3 •2x+ 5 •1=6x+5  
Αλ (ℓ) ε επαπηνκέλε ηεο Cf  ζην ζεκείνεπαθήο Α(xo, f(xo))Σόηε ζα 
ηζρύεη: ιℓ = f΄( xo) ή ιℓ =  6 xo+5 
                       Α             1 
Έρω : ιε = ‒ —— = ‒ —— = 1 
                       Β           ‒1 
Δπεηδή (ℓ)   (ε) ζα έρω : ιℓ • ιε  = ‒1 ή (6 xo+5)•1=‒1ή 6 xo+5=‒1 
 
 
 
                                            6xo     ‒6                                
ή 6xo = ‒5‒1  ή   6xo= ‒6 ή —— = —— ή xo= ‒1 
                                               6        6 
f(xo) = f(‒1)= 3(‒1)2+5(‒1)+1= 3•1‒5+1=3‒5+1=‒1   
f΄( xo) = f΄(‒1) =6(‒1)+5 = ‒6+5=‒1   
Άξα ε εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο Cf ζην ζεκείν επαθήο 
 Α(xo,f(xo)) ζα είλαη :  
                                                                     
y‒ f(xo) = f΄( xo)(x‒ xo)           y‒ (‒1) =(‒1) [x‒ (‒1 )] 
                                                      
y+1 = ‒(x+1)          y+1 = ‒x‒1          y+1+x+1=0                                                    
x+ y+2=0 
 
 
 



 
3. 

Nα βξείηε ηηο εμηζώζεηο ηωλ εθαπηνκέλωλ ηεο παξαβνιήο  
           x2                                                                                                  
f(x)=  —— πνπ δηέξρνληαη από ην ζεκείν Α(1,‒4 )  
           2                                                                 

Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγωγίζηκε ωο πνιπωλπκηθή 
              1               1                1 
f΄(x)= ( —— x2)΄= ——( x2)΄= —— 2x = x 
               2              2                2 
Αλ (ℓ) ε εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν επαθήο Α(xo,f(xo))Σόηε ε  
επζεία (ℓ) ζα έρεη εμίζωζε  : 
                                                    xo

2                                        
y‒ f(xo) = f΄( xo)(x‒ xo)           y‒ —— = xo (x‒ xo) 
                                                     2 
 
 2 y‒ xo

2 

————= xox‒ xo
2              2 y‒xo

2 = 2(xox‒xo
2)             2y‒xo

2=2xox‒ 2xo
2 

      2 
        2 y‒xo

2 ‒2xo x +2xo
2=0           ‒2xox+2 y+xo

2=0 
(ℓ) : ‒2xox+2y+xo

2=0 
Δπεηδή Α(1,‒4) ζα έρω : ‒2xo xΑ +2 yΑ+xo

2=0  
                                          
‒2xo •1 +2(‒ 4)+xo

2=0         xo
2‒2xo‒8 = 0 

 
                                    1  xo

 2    – 2 xo    –8         =   0     (1) 
 

                                α = 1    β = –2       γ =–8  
Γ = β2 – 4 α γ  = ( –2)2 – 4 • 1• (–8)  = 4 +32 = 36 
 
Δπεηδή Γ > 0 ε δεπηεξνβάζκηα εμίζωζε (1) έρεη δπν ξίδεο 
πξαγκαηηθέο θαη άληζεο : 
                      ___                  ___ 
          – β ± Γ      – (–2) ± 36      2 ± 6 
xo  = ─────── =  ─────── = ─────  
                   2 α                    2 • 1         2     
 
 
 
 
 
 
 



 
           2 + 6           8 
        ─────  = ────  = 4  
              2                2                  
= 
         2 – 6        – 4 
        ────  = ───  = –2 

2 2                
Αλ xo  = 4 ε επζεία (ℓ) ζα έρεη εμίζωζε  : 
 
‒2xox+2y+xo

2=0              ‒2•4x+2y+42=0          ‒8x+2y+16=0 

 

2(‒4x+y+8)=0           ‒4x+y+8 =0 
 
Αλ xo  = ‒2 ε επζεία (ℓ) ζα έρεη εμίζωζε  : 
 
‒2xox+2y+xo

2=0              ‒2•(‒2)x+2y+2=0          4x+2y+(‒2)2=0 

 

2(2x+y+8)=0            2x+y+8 =0 
4. 

                       αx2+β , x<1 
                        
Αλ f(x) =            γ   
                       —— , x ≥ 1 
                          x                    
Nα βξείηε ηηο ηηκέο ηωλ α,β,γͼΙR γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο  Cf ζην ζεκείν Α(1, f(1)) λα εθαπηνκέλε 
παξάιιειε κε ηελ επζεία (ε): ‒2x+y+2 =0  

Έζηω xν=1 Θεωξώ ηελ ζπλάξηεζε :  
                                                                                    
            f (xν + h) – f (xν)       f(1 + h) – f(1) f(1+h) – γ 
ι(h) = ─────────── = ─────────= ─────=  
                        h                          h                      h    
              
          f(1+h)‒γ                          γ            
         ────── ,1+h>0           ——  ‒ γ  
                 h                              1+h      
                                             ─────────── ,h>0 
=                              =                      h                           =         
        f(1+h)‒γ                           α(1+h)2+β‒γ 
        ────── ,1+h<0              ────────        ,h<0        
                h                                         h 
  



Αλ h>0 ζα έρω : 
                γ       γ(1+h)              γ       γ+γh            γ‒( γ+γh)  
             ——  ‒ ——             —— ‒  ——           —————— 
             1+h      1+h               1+h      1+h                   1+h 
ι(h) = ─────────── = ─────────── = ─────────── 
                   h                                   h                           h 
       γ‒ γ‒γh          ‒γh              γ 
 = ───────  = ────  = ‒ ──── 
      h(1+h)            h(1+h)         1+h 
                                γ 
lim ι(h) = lim  (‒ ────) = ‒ γ 
h→0+      h→0+       1+h 
 
Αλ h<0 ζα έρω : 
 
              1  
ι(h) = ───[ α(1+h)2+β‒γ]  
              h 
 
Έζηω α+β‒γ ≠0Σόηε ζα έρω : 
 
 
                           1                                        1 
lim ι(h) = lim    ───[ α(1+h)2+β‒γ]  = lim  ── lim [ α(1+h)2+β‒γ]  =  
h→0‒       h→0‒   h                          h→0‒    h     h→0‒ 

 

                                    ‒∞ ,  α+β‒γ >0                                      
 
=(‒∞) (α+β‒γ) =                                     ( Άηνπν) 
                                    +∞ ,  α+β‒γ<0   
                                    
 
Τπάξρεη εθαπηνκέλε ηεο  Cf ζην ζεκείν Α(1, f(1))  παξάιιειε  κε 
ηελ επζεία (ε): ‒2x+y+2 =0.Οπόηε ε ζπλάξηεζε f είλαη 
παξαγωγίζηκε ζην ζεκείν xν=1.πλεπώο ππάξρεη ην όξην ηεο 
ζπλάξηεζεο ι ζην ζεκείν hν=0 θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο.Άξα 
ππάξρεη ην αξηζεξό πιεπξηθό όξην ηεο ζπλάξηεζεο ι ζην ζεκείν 
hν=0 θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο.Άξα : α+β‒γ=0 ή γ=α+β (1) 
 
            α(1+h)2+β‒γ     α(12+2•1•h+h2)+β‒γ  α(1+2h+h2)+β‒γ  (1) 
ι(h) = ───────── = ──────────── = ──────────  =  
                      h                           h                                h 
 



    α•1+α•2h+αh2+β‒(α+β)         α+2αh+αh2+β‒α‒β       α h(2+h) 
= ────────────────  = ─────────────  = ──────  = 
                      h                                        h                            h 
 
= α(2+h) 
                                
lim ι(h) = lim  α(2+h) = 2α 
h→0‒      h→0 ‒       
 
Τπάξρεη εθαπηνκέλε ηεο  Cf ζην ζεκείν Α(1, f(1))  παξάιιειε  κε 
ηελ επζεία (ε): ‒2x+y+2 =0.Οπόηε ε ζπλάξηεζε f είλαη 
παξαγωγίζηκε ζην ζεκείν xν=1.πλεπώο ππάξρεη ην όξην ηεο 
ζπλάξηεζεο ι ζην ζεκείν hν=0 θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο.Άξα 
ζα ηζρύεη :  
 
lim ι(h) = lim  ι(h) ή  2α = ‒ γ ή 2α = ‒(α+β) ή 2α = ‒α‒βή  
h→0‒      h→0‒+       
2α +α = β ή  β= 3α (2)  
Έρω : f΄(1)= lim ι(h) = 2α   
                    h→0 
Έζηω (ℓ) ε εθαπηνκέλε ηεο  Cf ζην ζεκείν Α(1, f(1))Σόηε ζα ηζρύεη : 
ιℓ = f΄(1)= 2α  
 

                       Α          ‒ 2 
Έρω : ιε = ‒ —— = ‒ —— = 2 
                       Β             1                         2α         2 
Δπεηδή (ℓ)//(ε) ζα έρω : ιℓ = ιε ή2α = 2 ή ——  = —— ή α = 1 

2 2 
 
 
 
Θέηω α=1ζηελ εμίζωζε(2) : β= 3α=3•1=3 
Θέηω α=1θαη β=3ζηελ εμίζωζε(1) : γ= α+β=1+3=4 
5. 

Να απνδείμεηε όηη ε επζεία y=x είλαη εθαπηνκέλε ηεο  Cf  κε  
f(x) = e x/e   

Η ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγωγίζηκε ωο ζύλζεζε ηωλ 
παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ x/e θαη  e

x     
                                  x                   1                       1 
f΄(x) = (e x/e)΄= e x/e (——)΄=e x/e (—— x)΄ = e x/e •—— •(x)΄ =  
                                   e                  e                       e 
              1             ex/e 
= ex/e • —— • 1 = —— 



               e             e 
 
Θεωξώ ηελ επζεία (ε) κε εμίζωζε y=x.Σόηε ζα έρω: ιε =1  
 Έζηω (ℓ) ε εθαπηνκέλε ηεο Cf  ζην ζεκείν επαθήο Α(xo, f(xo))κε 
(ℓ)//(ε) 
                                           exo /e 
Σόηε ζα ηζρύεη: ιℓ = f΄( xo) =—— 
                                             e 
                                                  exo /e 
Δπεηδή (ℓ)//(ε) ζα έρω : ιℓ = ιε ή —— =1 ή exo /e = e ή exo /e = e1 ή 
                                                     e 
  xo  
—— =1 ή xo = e 
   e     
Άξα : Α(e,e) 
Έρω : yΑ=xΑ Οπόηε  Α(e,e)ͼ(ε) 
Δπεηδή (ℓ)//(ε) θαη  Α(e,e)ͼ(ε) , Α(e,e)ͼ(ℓ) πξνθύπηεη όηη νη επζείεο 
(ℓ) θαη (ε) ηαπηίδνληαη.Άξα ε επζεία y=x είλαη εθαπηνκέλε ηεο  Cf     

ΑΚΗΔΙ 
1. 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 3x4‒6x2+6 θαη Cf ε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε.Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ ηξηα ζεκεία ηεο Cf ζηα 
νπνία νη εθαπηνκέλεο ηεο Cf είλαη παξάιιειεο κε ηελ επζεία 
(ε):y=1   

2. 

Να βξείηε ηελ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο f κε f(x) = 3x2+5x+8πνπ είλαη θάζεηε ζηελ  επζεία 
(ε):x‒y+7=0   

3. 

Nα βξείηε ηηο εμηζώζεηο ηωλ εθαπηνκέλωλ ηεο παξαβνιήο  
           x2                                                                                                  
f(x)=  —— πνπ δηέξρνληαη από ην ζεκείν Α(‒5/2,3 )  
           2                                                                 

4. 

                       ‒αx2+β , x<1 
                        
Αλ f(x) =            γ   
                       —— , x ≥ 1 
                          x                    
Nα βξείηε ηηο ηηκέο ηωλ α,β,γͼΙR γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο  Cf ζην ζεκείν Α(1, f(1)) λα εθαπηνκέλε 
παξάιιειε κε ηελ επζεία (ε): ‒2x+y+2 =0  

 


